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1. Sistemas de ecuaciones

Un sistema de ecuaciones (lineales) es un conjunto de ecuaciones. Los siguientes son ejemplos de sistemas.

rt+y = 1 r+y+z = 0
2 — = 9 - 1
y - —r+3y = -2 vy = —z+3y—2 = 0

El primero es un ejemplo de un sistema 2 x 3, ya que tiene dos ecuaciones y tres incégnitas, el segundo es
3 x 2, el tercero es 2 x 2 y el cuarto es 3 x 3. En general un sistema puede tener una cantidad arbitraria de
ecuaciones y de incégnitas. Una solucion del sistema es una asignacién de valores a las variables, de forma
tal que se verifiquen todas las ecuaciones del sistema. Por ejemplo, si consideramos el primer sistema en (1),
entonces una solucién es ¢ = —1, y = 1 y z = —4. Resolver el sistema es hallar todas las soluciones. En lo
que sigue veremos primero cémo se resuelven los sistemas 2 X 2 y luego estudiaremos el caso general.

1.1. Sistemas 2 x 2

En esta secciéon vermos como resolver sistemas 2 x 2. Lo mostraremos usando ejemplos. Consideremos

2r+y = 3
3r—5y = 11

Un primer método de resolucién es el de sustitucion. Notar que en la primera ecuacion es facil despejar la
segunda variable, obteniendo y = 3 — 2x. Si sustituimos este valor en la segunda ecuacién, obtenemos una
ecuacién en una variable, la cual es facil de resolver

3r—5(3—-22)=11 = 13z—-15=11 = 132=26 = z=2.

Ahora el valor que obtuvimos de x lo sustituimos en y = 3 — 2x, obteniendo y = 3 — 2(2) = —1. Luego la
solucion es x =2 e y = —1.

El método anterior funciona bien cuando alguna de las variables es facil de despejar, en otros casos es
mejor el método de reduccion, que veremos a continuacién. Consideremos el siguiente sistema

{7x+2y = 16 (2)

3x+5y = 11

Notar que, en general, si multiplicamos una ecuaciéon por una constante no nula, entonces obtenemos otra
ecuacién que tiene las mismas soluciones. La técnica acd consiste en multiplicar cada ecuacién por una
constante adecuada y luego sumarlas, de forma tal que en el resultado final desaparezca una de las incognitas.
Por ejemplo, si en el sistema anterior queremos eliminar la incégnita x, entonces mutiplicando la primer
ecuacion por 3 y la segunda por —7, y después sumandolas, obtenemos

Ar+6y = 48 o -
{2M+35y T . e !

Si ahora sustituimos ese valor de y en la primera ecuacién del sistema (2), obtenemos
t+21)=16 = Tr+2=106 = Tr=14 = z=2.

Luego la solucién es x = 2 e y = 1. Lo mismo obtendriamos si sustituimos y en la segunda ecuacion.



Otra forma de resolver el sistema consiste en eliminar la y en vez de la z. Para eso en (2) mutiplicamos
la primer ecuacién por 5 y la segunda por —2 y las sumamos:

{ 35¢ 410y = 80 =~ 202 =58 = =2

—6x+ —10y = —22

Para obtener y, sustituimos el valor de x en cualquiera de las ecuaciones del sistema. Por ejemplo, sustitu-
yendo en la primera obtenemos

72)+2y=16 = 14+2y=16 = 2y=2 = y=1,

luego de nuevo llegamos a la solucion =2 e y = 1.

Observacion 1.1. Si en el plano introducimos un sistema de coordenadas, entonces podemos identificarlo con
el conjunto R? = {(z,y) : x,y € R}, siendo R el conjunto de los ntimeros reales. Pensado R? de esta forma,
los puntos (x,y) que verifican una ecuacién del tipo ax + by = ¢ (con a y b no nulos simultdneamente) son
puntos que estan alineados en una recta r; en ese caso decimos que ax + by = c es la ecuacion de r. Luego
cuando queremos resolver un sistema del tipo

ar +by = c
de +ey = f

lo que estamos haciendo es buscar los puntos comunes a dos rectas, es decir hallar su intersecciéon. Como dos
rectas pueden ser secantes, paralelas (y distintas), o coincidentes, entonces el sistema anterior puede tener una
solucion, ninguna, o infinitas, respectivamente. Ejemplos de lo anterior son los siguientes, respectivamente.

r+y = 1 z+y =1 z+y = 1
r—y = 17 r+y = -1~ 20+ 2y = 2
1.2. Sistemas en general

En general un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones de la forma

a1y + -+ apTy, = b
(3)

121+ + QT = by
Los ntmeros a;j, con ¢ = 1,...,m, j = 1,...,n, son los coeficientes, b1, ..., by, son los términos indepen-
dientes y x1,...,xy son las variables o incognitas, del sistema. Si queremos explicitar que hay m ecuaciones

y n incégnitas, diremos que es un sistema m x n. Si hay pocas variables, se suele escribir x,y, z,t en vez de
T1,T2,T3,T4.

Una solucion del sistema (3) es una n-upla! de nimeros (o, ..., a,) tales que si en (3) sustituimos
por ap, s por aso v asi seguimos hasta x, por «a,,, entonces se verifican todas las igualdades del sistema. Un
sistema se dice compatible si tiene solucién, en caso contrario se dice incompatible. Un sistema compatible se
dice determinado si tiene una unica solucién e indeterminado en caso contrario. Se prueba que un sistema
indeterminado siempre tiene infinitas soluciones. Por resolver un sistema entendemos que es clasificarlo en
incompatible, compatible determinado o indeterminado, y en estos ultimos casos hallar todas sus soluciones.

Una n-upla es un conjunto ordenado de n elementos, pudiendo ser n = 1,2,3,....



Un sistema del tipo

r+y+z = 2
20+2 = 4
32z = 6

se dice que es un sistema escalerizado. Este sistema es muy facil de resolver, puesto que de la tltima ecuacion
se deduce que es z = 2, sustituyendo este valor de z en la segunda ecuacién deducimos que es y = 1, y
finalmente sustituyendo estos valores de y y z en la primer ecuacién deducimos que es z = —1. Luego el
sistema es compatible determinado y su solucién es x = —1, y = 1 y z = 2. Otros ejemplos de sistemas
escalerizados son

rT+yt+z = 2 r+y+z = 2
20+2 = 4 y 20+2 = 4
0 = 2 0 =0

Claramente el primer sistema es incompatible y el segundo es compatible indeterminado. Las soluciones de
este dltimo se pueden escribir de la forma, r = y — 2, z = —2y + 4, mientras que la variable y queda libre.
Otra forma de escribir esas soluciones es

r=A—2, y=A z=-2) 44,

siendo A un numero real arbitrario. Este ultimo sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad
(la variable y estd libre, si le damos un valor, entonces x y z quedan determinadas).

En general, los sistemas de ecuaciones que mas aparecen son los cuadrados, que son los que tienen tantas
ecuaciones como variables. Nosotros estudiaremos principalmente este tipo de sistemas de ecuaciones y al
final de la seccién veremos un par de ejemplos en que la cantidad de variables y de ecuaciones es distinta.

Dos sistemas de ecuaciones se dicen equivalentes si tienen las mismas soluciones?. Usaremos el simbolo
~ para indicar la equivalencia de sistemas.

Proposicién 1.2. Operaciones con las ecuaciones de un sistema que dan lugar a sistemas equivalentes.
» Intercambiar el orden de las variables (es decir, el orden de los sumandos).
= Intercambiar el orden de las ecuaciones.
= Sustituir una ecuacion por un multiplo no nulo de la misma.
= Sumarle a una ecuacion un multiplo de otra. L]

El método para resolver sistemas de ecuaciones conocido como de eliminacion Gaussiana o escalerizacion,
consiste en aplicar reiteradamente las operaciones descritas en la proposicién anterior hasta obtener un
sistema equivalente que esté en forma escalerizada y por lo tanto sea facil de resolver. Mostraremos este
método mediante los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.3. Queremos resolver el siguiente sistema

2c+3y+5z = 9
x4+ 2y+ 3z
3x+4y+52z = 5

I
o

2 Acé estamos sobreentendiendo que si uno de los sistemas es incompatible, entonces el otro también lo es.



Vamos a ir aplicando las propiedades de la proposicién anterior hasta llevarlo a un sistema escalerizado.

204+3y+5z = 9 r+2y+3z = 5 r+2y+3z = 5
r+2y+32z = 5 ~ 20 4+3y+5z2 = 9 ~ —y—z = -1
dx+4y+52 = 5 dr+4y+52 = 5 dr+4y+52 = 5
r+2y+3z = 5 r+2y+3z = 5 r+2y+3z = 5

~ —y—z = -1 ~ y+z = 1 ~ y+z =1
—2y—4z = -10 y+2z = 5 z = 4

En el primer paso, intercambiamos la primer ecuacion con la segunda; en el segundo, a la segunda ecuacién
le sumamos la primera multiplicada por —2; en el tercero, a la tercera le sumamos la primera multiplicada
por —3; en el cuarto, multiplicamos la segunda por —1 y la tercera por —1/2; en el quinto, a la tercera
ecuaciéon le sumamos la segunda multiplicada por —1. Luego este sistema es compatible determinado, y su
solucibn es x = -1, y = -3y z = 4.

Ejemplo 1.4.
r+2y+3z2 = -1 r+2y+3z = -1 r+2y+3z = -1
3r —y+2z =1 ~ —Ty—T7z = 4 ~ —Ty—T7z = 4
—2x4+3y+z = 2 Ty+7z = 0 0 = 4

En el primer paso, a la segunda ecuacién le sumamos la primera multiplicada por —3 y a la tercera le
sumamos la primera multiplicada por 2; en el segundo paso, sumamos la segunda ecuacién a la tercera. Este
sistema resultd ser incompatible, porque es claro que la tltima ecuacion no tiene solucién.

Ejemplo 1.5.

r+2y+3z2 = -1 r+2y+3z2 = -1 r+2y+3z = -1
3r—y+2z = 1 ~ —Ty—T7z = 4 ~ —Ty—T7z = 4
2z +3y+z = -2 Ty+7z = —4 0 =0

Observar que los coeficientes de este sistema son los mismos que los del sistema del ejemplo anterior, asi que
los pasos de resolucién son los mismos (solo cambian los términos independientes). Las soluciones se pueden
escribir de la forma x = —z + %, Yy =—z— % y la variable z estd libre. Luego es un sistema compatible
indeterminado con un grado de libertad.

Ejemplo 1.6.
r+y—z = 1 z+y—2z =1
—z—y+z = -1 ~ 0 =20
2042y -2z = 2 0 =0

Acé a la segunda ecuacién le sumamos la primera y a la tercera le sumamos la primera multiplicada por
—2. Las soluciones se pueden escribir de la forma z = x + y + 1 y las variables x e y estdan libres. Este es un
ejemplo de un sistema compatible indeterminado con dos grados de libertad. En sistemas con més variables,
pueden aparecer soluciones que tengan mas grados de libertad.

A continuacién veremos un par de ejemplos de aplicaciéon del método de escalerizacién para resolver
sistemas que no son cuadrados.

Ejemplo 1.7. Un sistema 2 x 3:

r+yt+z = 2 N r+y+z =
z+2y—2z = 3 y—2z =1

Aca restamos la primer ecuacién a la segunda. Este sistema es compatible indeterminado y las soluciones se
pueden escribir de la forma z = 1 -3z, y = 1+ 22 y la variable z est4 libre, luego tiene un grado de libertad.



Ejemplo 1.8. Un sistema 3 x 2:

r+2y = 1 r+2y = 1 r+2y = 1
20—y = 2 ~ -5y = 0 ~ -5y = 0
—r+3y = -1 5y = 0 0 =0

Acé primero a la segunda ecuacién le sumamos la primera multiplicada por —2, y a la tercera le sumamos
la primera; luego a la tercera le sumamos la segunda. El sistema es compatible determinado y la solucién es
r=1ley=0.

1.3. Sistemas homogéneos

Un sistema de ecuaciones se dice homogéneo si todas sus ecuaciones aparecen igualadas a cero, es decir
si es de la forma

ajlry + - +apr, = 0
Am1T1 + -+ + appty, = 0
Un sistema homogéneo siempre admite la soluciéon trivial xr1 = --- = x, = 0, por lo que siempre es

compatible. Luego es indeterminado en caso de admitir alguna solucién no trivial, y es determinado si la
lnica soluciéon que admite es la trivial.

En los siguientes ejemplos estudiamos los sistemas homogéneos asociados a los sistemas de los ejemplos
anteriores (es decir obtenidos cambiando la columna de términos independientes por una columna de ceros).
Como las operaciones para resolverlos son las mismas que para los no homogéneos, simplemente describiremos
el camino que lleva a su resolucion.

Ejemplo 1.9.
2r4+3y+5z = 0 r+2y+3z = 0 r+2y+3z = 0
r4+2y+3z = 0 ~ 20 +3y+5z = 0 ~ —y—z = 0
3x+4y+5z = 0 3x+4y+5z = 0 3xr+4y+5z = 0
r+2y+3z = 0 r+2y+3z = 0 r+2y+3z = 0
—2y—4z = 0 2y4+4z = 0 2z = 0
El sistema es compatible determinado y su unica solucién es la trivial z =y = z = 0.
Ejemplo 1.10.
r+2y+3z = 0 z+2y+3z = 0 r+2y+32z = 0
3z—y+22 = 0 ~ —Ty—T7z = 0 ~ —Ty—T7z = 0
—2x+3y+z = 0 Ty+7z = 0 0 =0
El sistema es compatible indeterminado. Una forma de escribir sus soluciones es x = —z, y = —z, con z
libre; luego tiene un grado de libertad. Observar que dandole a z valores no nulos obtenemos soluciones no
triviales del sistema. Por ejemplo, usando z = 1 obtenemos que x =y = —1 y z = 1 es solucién del sistema.
Ejemplo 1.11.
r+y—z = 0 r+y—z = 0
20 +2y—2z = 0 0 =0

El sistema es compatible indeterminado con dos grados de libertad. Las soluciones se pueden escribir de la
forma z =z + y, con = e y libres.



Ejemplo 1.12. Un sistema 2 x 3:

r+y+=z
r+2y—=z

0 z+y+z = 0
0 y—2z = 0

El sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad. Las soluciones se pueden escribir de la
forma x = —3z, y = 2z, con z libre.

Ejemplo 1.13. Un sistema 3 x 2:

r+2y = 0 z+2y = 0 z+2y = 0
2c —y = 0 ~ -5y = 0 ~ -5y = 0
—xz+3y = 0 oy = 0 0 =0

El sistema es compatible determinado y su tnica solucién es la trivial z =y = 0.

Ejemplo 1.14. Para producir TNT (trinitrotolueno) que tiene férmula C7H5;N3Og, se hace reaccionar
tolueno CyHg con acido nitrico HNOjs; esto produce TNT y agua. Por lo tanto la férmula que describe la
reaccion es

xC7Hg + yHNO3 — 2C7H5N3Og 4 tH50, (4)

siendo z,y, z,t las cantidades de moléculas de reactivos y productos. Para que la formula esté equilibrada,
la cantidad total de atomos de cada tipo que hay en los reactivos, debe de coincidir con la que hay en los
productos. Por ejemplo, en la formula anterior tenemos 7 dtomos de carbono en cada molécula de tolueno,
y como tenemos x moléculas de tolueno, entonces incialmente tenemos 7x dtomos de carbono. Por otro
lado luego de la reaccién vamos a tener 7z dtomos de carbono (que estdn en el TNT), luego tiene que ser
Tx = 7z. Razonando analogamente con el hidrégeno, nitrogeno y oxigeno, obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones.

C) T = Tz Tx—T72z = 0
H) 8x+y = bz+2t - 8r+y—5z2—2t = 0
N) y = 3z y—3z = 0
0) 3y = 6z+¢ 3y—6z—t = 0

Este es un sistema homogéneo. Para resolverlo, en vez de escalerizar resulta mas simple observar que de las
ecuaciones primera y tercera obtenemos x = z e y = 3z. Sustituyendo estos valores en las dos ecuaciones
restantes y despejando obtenemos ¢ = 3z. Luego el sistema es compatible indeterminado con un grado de
libertad: * = 2, y = t = 3z y la variable z esta libre. Notar que si tomamos z = 1, hallamos los valores
restantes y sustituimos en (4), obtenemos

C7Hg + 3HNO3 — C7H5N30Og + 3H50,

esta es la ecuacion ajustada de la reaccién.

Como aplicacion, supongamos que queremos obtener 10 moléculas de TNT. Con nuestra notacién es
z = 10, lo cual implica z = 10 e y = ¢t = 30. Luego necesitamos 10 moléculas de tolueno y 30 de &acido
nitrico, las cuales van a producir 10 de TNT y 30 de agua.

2. Matrices

2.1. Definiciones

-3 1
Una matriz es una tabla de ntimeros, por ejemplo < NG 03 _/ f) es una matriz 2 x 3 (tiene 2 filas y 3
columnas). En general una matriz 2 x 3 tiene la forma <Z z ;) con a, b, ..., f numeros reales arbitrarios.
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Para matrices de tamano grande es preferible usar subindices en vez de letras distintas. En ese sentido una
air a2 a3
a1 G2 023
el primer indice ¢ indica la fila y el segundo indice j indica la columna, a las que pertenece el elemento.
Generalizando lo anterior, una matriz m x n (m y n enteros positivos) es una tabla de niimeros de la forma

matriz 2 X 3 se escribe < >, donde los a;; son nimeros reales. Observar que en la notacién a;;,

ail a2 - Qlp
az1 a2 - Q2p
A= ,
Gm1l Am2 *°  Omp
en que los a;; son nimeros reales, para todo 7 =1,...,my j = 1,...,n. Observar que una matriz m x n

tiene m filas y n columnas. Los elementos a;; se llaman los coeficientes o entradas de la matriz. Para las
matrices usaremos la notacién A = (aj;j)mxn y cuando no dé lugar a confusién escribiremos simplemente
A= (aij). Al conjunto de todas las matrices m x n lo escribiremos M, x,. Una matriz columna es una
matriz m x 1 (para algiin m) y una matriz fila es una matriz 1 x n (para algin n). En general en esos casos
se usan subindices simples para las coeficientes:

ai

az
matriz columna; (a1 as - an) matriz fila.

am

La idea de R? = {(x,y) : =,y € R} se puede generalizar a R® = {(z1,22,...,7,) : T1,...,2, € R} el
conjunto de todas las n-uplas de nimeros reales, siendo n = 2,3,.... Como una n-upla (1, x2,...,2,) es
lo mismo que una matriz fila 1 x n, entonces R™ se identifica naturalmente con M;y,. También se puede
identificar R™ con el conjunto de las matrices columna M, «1, escribiendo una n-upla en forma vertical

I

x2
(r1,22,...,2n)

Tn

Por la razén anterior a las matrices fila o columna se les suele llamar vectores (fila o columna), que es el
nombre que se usa para los elementos de R".

Decimos que dos matrices A y B son iguales y escribimos A = B si tienen la misma cantidad de filas y
de columnas, y coinciden coeficiente a coeficiente. Es decir, si A = (ajj)mxn ¥ B = (bij)rxs, entonces A = B
siysolosim=r,n=sya;=b;, paratodoi=1,..., myj=1,...,n.

Una matriz se dice cuadrada si tiene el mismo niimero de filas que de columnas, es decir si es de la forma

ail; a2 - Ain

az1 a2 - a2n
A=

anl Aap2 - Aapn

Al conjunto de las matrices cuadradas n x n en general lo escribiremos simplemente M, en vez de M «p. Si
A = (a;j) es una matriz cuadrada n x n, entonces la diagonal principal de A es la n-upla (a11, a2, ..., apn).



Matrices cuadradas particulares. Sea A = (ai;)nxn Una matriz cuadrada.
» A es simétrica si a;; = aj;, para todo 4,j = 1,...,n (es simétrica respecto a la diagonal principal).
= A es antisimétrica si a;; = —aj;, para todo ¢, =1,...,n.

= A es triangular superior si a;; = 0, para todo i > j (las entradas abajo de la diagonal principal son
nulas).

» A es triangular inferior si a;; = 0, para todo i < j (las entradas arriba de la diagonal principal son
nulas).

» A es diagonal si a;; =0, para todo i # j (las entradas fuera de la diagonal principal son nulas).

Un caso particular de matriz diagonal es la matriz identidad I, que es la matriz n X n que tiene el valor
1 en la diagonal principal y 0 en el resto, es decir

10 -~ 0
01 0
In: .
0 0 1

Si introducimos el simbolo d;;, llamado delta de Kronecker, definido por

1 sii=j,
0ij = s
0 sii#j
entonces I, = (;j)nxn. Cuando no de lugar a confusién, escribiremos I en vez de I,.

2.2. Operaciones con matrices.

Trasposicién. Si A = (a;;) es una matriz m x n, entonces su traspuesta A’ es la matriz obtenida inter-
cambiando las filas con las columnas de 4, es decir A* = (b;;), siendo b;; = a;i, para todo 4, j. Notar que A
es una matriz n X m. La trasposicion verifica las siguiente spropiedades.

Proposicién 2.1. » Para toda matriz A es (AY)! = A.
» Uma matriz A es simétrica si y solo si A® = A.
» Uma matriz A es antisimétrica si y solo si A" = —A (la matriz —A se define en el pdrrafo siguiente).

» Uma matriz A es triangular superior si y solo si At es triangular inferior. O

Suma de matrices. La suma de matrices en M,,«, se define sumando coeficiente a coeficiente,

a1 a2 - Qin bir b2 -+ bin a1 +b11 aip+biz - am+bin

a1 az -+ a2, bor b -+ bop a1 +ba1  asp+ba - as, + by
+ = . . .

Aml Am2 - Qmn bml bm2 s bmn am1 + bml am2 + bm2 R bmn

10



0 0 0 ail a2 cee A1n
' 00 --- 0 . ' as1  asy - Qop
La matriz O = | . . | € M,,xn es la matriz nula. Si A = . ] ] , entonces su
00 - 0 AGml am2 " Gmn
—ai; —aigz - —Glip
—a21 —a2 -+ —a2p ) .
opuesta es —A = . . . . Por ejemplo, en matrices 2 x 3 es
—Aml —0m2 - —O0mn

O:(OOO>_ _<2 -3 0>:<—2 3 0>.
0 0 0/’ -5 1 2 5 -1 =2
La suma de matrices verifica las siguientes propiedades.
Proposiciéon 2.2. Sean A, B,C € M,xn, arbitrarias. Entonces
1. A+ B =B+ A, (conmutativa);
2. A+ (B+C)=(A+ B)+C (asociativa);
3. A+ 0 =0+ A= A (ezistencia de neutro);
4. A+ (—A)=(—A)+ A = O (existencia de opuesto). O

La propiedad asociativa permite sacar paréntesis escribiendo A+ B+ C = (A+B)+C =A+ (B+C).
Lo mismo sucede si hay méas sumandos.

Producto de un escalar por una matriz. Al trabajar con matrices, a los nimeros reales se les suele
llamar escalares. El producto de un escalar ¢ € R por una matriz A € M,,x, es la matriz cA € M,,xn
definida multiplicando cada entrada de A por el escalar ¢, es decir

ail a2 - Gy cair  caiz - CQlp

a1 a2 e a2n Ca21 ca22 e Ca2n
C =

aml Am2 " Omn Caml Cam2 -+ Camn

El producto de un escalar por una matriz verifica las siguientes propiedades.

Proposicion 2.3. Sean A, B € My, «n y ¢,d € R arbitrarios. Entonces
1A=A, ¢(A+B)=cA+cB, (c+d)A=cA+dA, c(dA)=(cd)A. O
Notar que las operaciones anteriores también se pueden definir en R" = M; ,,, mediante
a(x1,...,xy) = (ax1,...,02), (T1,...,20)+ W1, - Yn) = (@1 + Y1,y Tn + Yn)

y verifican las mismas propiedades.
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Producto de matrices. Si A = (ai;) € Myxn y B = (bij) € Myxp, entonces su producto es la matriz
AB = (¢ij) € Mpxp, en que ¢;; estd definido por

Cij = aitbij + ai2bj + - - + ainbny, (5)
paratodoi=1,...,my j=1,...,p. Para recordar esta formula, es util armar el siguiente diagrama
bn;
a’Zl PR a’Ln PR CZ]
El elemento c¢;; se obtiene multiplicando lugar a lugar los elementos de la fila (a;1,--- , am) con los de la
columna (b;j,--- ,bp;) y luego sumandolos. Notar que para poder multiplicar una matriz A por otra B, es

necesario que el nimero de columnas de A coincida con el de filas de B.

01 2 0
Ejemplo 2.4. Si A = L23 yB=1[1 0 0 0], entonces AB = 5 4 50 .
1110 11 10 14 0

Observacion 2.5. Si A y B son matrices cuadradas de la misma dimensién, entonces podemos realizar los
productos AB y BA. Por ejemplo, si

11 2 1 s 4 00
A‘<—2 —2>yB_<6 3) - AB_<—16 —8>yBA_<o 0)'

Notar que este ejemplo muestra varias particularidades del producto de matrices:
= AB # BA, luego el producto de matrices no es conmutativo;
= BA =0, pero AB # O;
= BA=0,siendo A # Oy B # O, luego el producto de dos matrices no nulas puede dar la matriz nula.

Ademés si A= (1, 1)) y consideramos E = (3%) y F = (11), entonces operando obtenemos

-1 -1
pa-ra- ()

Esto muestra que para el producto de matrices no vale la propiedad cancelativa, es decir FA = F'A con
A # O no implica E = F (lo mismo sucede si AE = AF).

La siguiente proposicion resume las propiedades béasicas del producto de matrices.
Proposicion 2.6. Valen las siguientes propiedades.

1. A(BC) = (AB)C (asociativa,).

2. A(B+C)= AB + AC (distributiva).

3. (A+ B)C = AC + BC (distributiva).
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4. AL, = I,A=A, si A€ Myxn.

5. AO = OA = O, siendo O la matriz nula (notar que si A € My, xn con m # n, entonces en la igualdad
anterior las tres matrices O tienen distintas dimensiones).

6. A(eB) = (cA)B = c¢(AB), para todo c € R.

En lo anterior se asume que A, B y C' son matrices de dimensiones adecuadas para poder multiplicarse y/o
sumarse. 0

Observaciones 2.7. 1. La propiedad asociativa permite sacar paréntesis escribiendo ABC = (AB)C =
A(BC). Lo mismo sucede si hay mas factores.

2. El tinico caso en que dadas dos matrices A y B, podemos calcular A+ B y AB, es cuando A y B son
dos matrices cuadradas de la misma dimensién.

3. El producto de matrices diagonales es particularmente simple

ag 0 - 0 bp 0 --- 0 aby 0 - 0
0 ay 0 0 bQ 0 0 a2b2 0
0 0 - ay 0 0 - by 0 0 - apby

4. Si A€ M, v k € N, entonces definimos la potencia k-ésima AF de A mediante
A® = I (matriz identidad), A'=A, A%2=AA, A3 = AAA,

Calcular A* para valores grandes de k en general es dificil, pero para matrices diagonales es facil
a10-~0ka’f0--~0
e 0

= . . . |, YkE=0,1,2,...
0 0 - a, 0 0 --- a*
Finalizamos con la siguiente proposicién, que describe cémo se relaciona la trasposiciéon con las otras

operaciones.

Proposicion 2.8. Valen las siguientes propiedades
(A+ B) = A" + B, (cA)t = cA", (AB)! = B' A",

siendo, en cada caso, A y B matrices de dimesiones adecuadas para realizar las operaciones correspondientes
y ¢ una constante. O

2.3. Modelo de Leslie (primera parte)

El modelo de Leslie es un modelo que se usa para el estudio del crecimiento de una poblacién. Este
modelo describe el crecimiento del grupo de las hembras de una poblacién animal (o humana). Partimos de
una poblacién dividida en n clases de edad, las cuales tienen todas la misma duracién de [ afos®. Lo que
nos interesa es saber como evoluciona la cantidad de hembras de cada clase, a medida que pasa el tiempo.
Empezamos a contar el tiempo a partir del instante tg = 0. A los [ afios tendremos el instante ¢1, luego a los
[+ 1 = 2l anos tendremos el t5 y asi seguimos. En general el instante t; es a los kl anos, para k =0,1,2,...

3Estamos asumiendo que el tiempo lo medimos en afios, pero podria ser en cualquier otra unidad de medida: meses, dias,
horas, etc.
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Mostraremos primero cémo funciona el modelo en un ejemplo y luego lo generalizaremos. Supongamos
que la edad maxima que pueden alcanzar las hembras de una poblacién animal es de 20 anos y que la
dividimos en 4 clases de edad, con intervalos de 5 afios. En la primera clase estdan las que tienen tienen
edades de 0 a 5 anos, en la segunda de 5 a 10, en la tercera de 10 a 15 y en la cuarta de 15 a 20. Supongamos
que tenemos los siguientes datos.

1. En promedio, en 5 anos las hembras de la primer clase no tienen hijas, las de la segunda tienen 1, las
de la tercera 3 y las de la cuarta 2.

2. El promedio de supervivencia a los 5 anos de las hembras de la clase 1 es de 1/4, el de las de clase
2 es 1/2 y el de las de clase 3 es 1/10 (las de clase 4 se mueren, ya que pasan la edad maxima de
sobrevivencia).

Llamaremos x( a la cantidad inicial de hembras de la primera clase e yg, 20 ¥ wop, a las cantidades iniciales de
las clases dos, tres y cuatro, respectivamente. Pasado un ano estamos en el instante t; y tendremos nuevas
cantidades en cada clase, que escribiremos z1, y1, 21 y wi, respectivamente, y asi seguimos. Para operar con
estos datos los agruparemos en vectores segun la clase de edad

Zo T Tk
Yo 1 Yk
XOZ ) Xlz ) Xk: ) (6)
20 Z1 Zk
wo w1 Wi

A X se le llama el k-ésimo vector de distribucion de edades, ya que contiene la cantidad de hembras de cada
clase, en el instante t; a Xg se le llama el vector de distribucion inicial de edades. Notar que la cantidad
total de hembras de la poblacién en el instante t; es xx + yr + 21 + Wk

Lo que nos interesa es saber como pasar de un vector de distribucién de edades Xj_; al siguiente Xj.
Sean entonces

Tl—1 Tk

Yk—1 Yk
Xp—1 = , X =

Zk—1 2k

Wg—1 Wi,

En el instante ¢, la cantidad de hembras que estédn en la clase 1 viene dado uinicamente por las nacidas
entre t;_1 y ¢ (si nacieron antes estdn en la clase 2 o superior). Recordar que las que estdn en la primera
clase no generan hijas, las de la segunda generan una hija cada una y las de la tercera generan 3 y las de la
cuarta generan 2. Luego

Tp =0X g1+ 1 Xyp—1+3X 251+ 2XWg—1 = Yp—1 + 321 + 2wg—1.

Ahora vamos a calcular las otras entradas de Xj. El nimero de hembras que estan en la segunda clase en el
instante t; estd dado por el niimero de hembras sobrevivientes de las que estaban en la clase 1 en el instante
tg—1. Como sobreviven 1/4 del total de hembras de la primera clase, obtenemos y = %ajk_l. Razonando
anadlogamente con las otras dos clases obtenemos zp = %yk,l y wg = Tl()zk,l, luego

Tk = Yg—1 + 32k—1 + 2wg—

1
= —Tp_
Yk 4k:1
1
ZL = — _
k 2yk;1
1
= —Zk_
k 10k1



Estas igualdades equivalen a la siguiente igualdad matricial

Tk 0 1 3 2 Tg—1
2k 0 1/2 0 0 Zh—1 |
Wi 0 0 1/10 0 W1

La matriz que aparece en la fomula anterior es la matriz de Leslie de la poblacién. Escribimos

0o 1 3 2
1/4 0 0 0
0 1/2 0 0
0 0 1/10 0

L =

Con esa notacién, la férmula (7) —que nos permite pasar de un vector de distribucién de edades al siguiente—

queda en
X =LXp 1, Vk=1,2,.... (8)

Veremos como aplicar lo anterior cuando tenemos datos concretos. Supongamos que inicialmente hay 190
hembras, de las cuales 100 estan en la primera clase, 60 en la segunda, 20 en la tercera y 10 en la cuarta.
Con esos datos el vector de distribucién inicial es

10

Multiplicando este vector por la matriz de Leslie L obtenemos el vector de distribucién de edades siguiente

0 1 3 2 100 140

1/4 0 0 0 60 25

Xi=LXo= " /2 0 off20] |30

0 0 1/10 0 10 2

Repitiendo el proceso obtenemos

119 78,5 84,75
35 29,75 _ 119,625
KXo =LXy = 12,5 | Xz =LXy = 175 | Xa=LXy = 14, 875
3 1,25 1,75

Por lo tanto, luego de 20 anos (4 periodos de tiempo), tendremos aproximadamente 85 hembras en la primera
clase, 20 en la segunda, 15 en la tercera y 2 en la cuarta. En total tendremos 122 hembras.

En lo que sigue generalizamos el ejemplo anterior. Supongamos que tenemos una poblacion dividida en
4 clases de edad de igual duracién cada una. Llamamos zj a la cantidad de hembras de la primera clase e
Yk, 2k ¥ Wk, a las cantidades de hembras de las clases dos, tres y cuatro, respectivamente, en el instante tj.
Con estos valores nos construimos los vectores de distribuciones de edades Xg, Xi,---, como en (6).

Para saber cémo pasar de un vector de distribucién de edades Xj_1 al siguiente X}, nos construimos la

matriz de Leslie
a; a2 asz a4

e o0 0 0
=10 u o ol
0 0 b3 O
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en la cual, para cada i = 1,2, 3,4, el valor a; es la cantidad de hijas promedio que nacen de una sola hembra
durante el tiempo que esta en la clase i, y b; a la fracciéon de la cantidad de hembras en la clase i, que se
espera que sobrevivan y pasen a la clase i + 1. Notar que es a; > 0y 1 > b; > 0, para todo i. Con estas
notaciones, razonado como antes obtenemos

T ap a2 az a4 Tp—1

Ye | _ [0 O 0 O | [ wk— )
Zk 0 bQ 0 0 Zl—1 ’

W 0 0 b3 O W—1

Lo cual escrito en forma més compacta es
Xy =LXp 1, Vk=12.... (10)
Notar que de la férmula (10) se deduce
X1=1LXo, Xo=LX1=L(LXo)=L*Xog, X3=LX,=L(L*Xy)=LX,,

Es decir, vale
X, =LFXy, VE=1,2,....

Luego para poder conocer la distribucién de edades Xj en el instante ¢, nos alcanza con saber la distribu-
ci6n inicial de edades X y calcular L* (la potencia k-ésima de la matriz de Leslie L). El problema que tiene
esta férmula es que es engorroso calcular las potencias L¥, para valores de k grandes. Més adelante estudia-
remos diagonalizacién de matrices, lo cual nos permitird simplificar el calculo anterior y poder predecir el
comportamiento futuro de la poblacion.

Observar que en lo anterior trabajamos con una poblacion dividida en cuatro clases de edad, pero es
claro que el razonamiento se adapta a cualquier cantidad de clases. Por ejemplo, si tenemos solo dos clases
de edad, entonces la férmula (9) queda en

<$k> <a1 a2> <$k1>
Yk by 0 Yk—1 .
3. Determinantes

En este tema las matrices son cuadradas.

3.1. Definicién

aiyp - Qin
El determinante de una matriz A = | : - | es un numero que escribimos
an1 ann
aip -+ aip
det(A4) = |A| =
apl -+ Qnn
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y que para matrices 2 X 2 y 3 x 3 se define por lo siguiente.

a b
= ad — be.
c d‘
ail a2 a3
o az2 a23 ag1 Q23 ag1 Qg2
az1 Q2 a23| ‘= apy — a2 + a13
azz ass3 az1 ass az; as2
azr as2 as3
= (11022033 — (11023032 — 12021033 + 120230431 + 13021032 — A13022031- (11)

Método de Sarrus. Es un método que solo sirve para calcular determinantes de matrices 3 x 3. Consiste
en construir una tabla repitiendo las dos primeras filas de la matriz debajo de ella misma

ail a2 a3
a1 a2 Aaz3

El determinante se obtiene sumando los productos de las diagonales que van de izquierda a derecha y de
arriba hacia abajo, y luego restando los productos de las diagonales que van de derecha a izquierda y de
arriba hacia abajo. El resultado queda

det(A) = 011022033 + (2132013 + 431012023 — 413022031 — 423432011 — (33012021.

que coincide con la férmula (11).

Observacion 3.1. El método de Sarrus no es el mejor método para calcular determinantes. En la gran mayoria
de los casos hay formas mas rapidas y eficientes (ver la observacién 3.7 y los ejemplos siguientes).

La férmula general para el determinante de una matriz n X n se define recursivamente, generalizando
el método que usamos para definir la formula en el caso n = 3. Para la misma necesitamos introducir los
cofactores, que definimos a continuacién.

Consideremos A = (a;;) una matriz n x n. Para cada i,j = 1,...,n, sea A;; la matriz (n — 1) x (n — 1)
obtenida suprimiendo la fila ¢ y la columna j de A. El cofactor correspondiente al lugar (i,7) de la matriz
A es el numero A;; = (—1)""J det (A;;).

a1 a2 Q13
Por ejemplo, para una matriz A = | as1 ags as3 | , los cofactores A1, Ao y Aqz, son

a31 asz2 as3

a22 a93 a21 @23
A = = 92033 — 23032, A9 = — = —az1a33 + a23a31,
asz ass az1 ass
Ay = |F21 G22| _
11 — = 21032 — 422031.
aszr as2

Notar que la férmula (11) se puede escribir usando cofactores

ail a2 a3
az1 az az| = a1+ aalie + ai1zAis.
az1 asz2 as3
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Esta es la formula que vamos a generalizar. Si A = (a;;) € My, entonces el determinante de A se define en
forma recursiva mediante

det(A) = a11A11 + a19Q10 + - + a1pA1n. (12)

Si A es una matriz n x n, entonces se dice que det(A) es un determinante de orden n. La férmula anterior
nos dice que para calcular un determinante de orden n, tenemos que calcular n determinantes de orden
n — 1. Luego, como sabemos calcular determinantes de orden 3, entonces podemos calcular determinantes
de orden 4, sabiendo estos podemos calcular los de orden 5, y siguiendo asi podemos calcular determinantes
de orden n, para cualquier entero positivo n.

Ejemplo 3.2. El determinante de la matriz identidad I,, vale 1, para todo n. Esto se prueba por induccién
en n, usando la férmula (12).
3.2. Técnicas de calculo

A continuacién veremos algunas propiedades que nos permiten simplificar los cédlculos.
Proposicion 3.3. Casos en que el determinante es nulo.

1. Si una matriz tiene una fila o columna formada solo por ceros, entonces su determinante es nulo.

2. Si una matriz tiene dos filas o columnas iguales, entonces su determinante es nulo. O
Proposicion 3.4. Propiedades del determinante.

1. Si en una matriz se intercambian dos filas o dos columnas, entonces su determinante se mantiene igual
en valor absoluto, pero cambia de signo.

2. Si en una matriz multiplicamos una fila o columna por una constante, entonces su determinante
también se multiplica por dicha constante. Es decir

ail e A1n ayilr - A1n

ayn - cayy - am ayn - ay - ain
cajl -+ Chip| =Clai1 v Qi |, : : c | =c

a1 -+ Canj g T
an1 -+  Opn anl1 - Opn

3. Sienla filai o columna j de A se cumple que todos los elementos salvo el a;; son nulos, entonces

det(A) = aiinj . O

Corolario 3.5. 5i A es una matriz triangular superior o inferior, entonces su determinante se obtiene
multiplicando los elementos de la diagonal principal. En particular esto vale para las matrices diagonales.
Es decir, vale

a1 a2 ... Qin all 0 e 0 all 0 N 0
0 ag ... a9, as1 as ... O 0 ap ... 0
- . . . . = . . . . = 411G22 " " " Gpn-
0 0 ... ann anl Gp2 ... Gnp 0 0 ... ann

Dem. Aplicar la propiedad 3 de la proposicién 3.4 al coeficiente a1, luego al age v seguir asi hasta llegar
al app,. O
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Proposicién 3.6. Si en una matriz le sumamos a una fila un maltiplo de otra fila, o a una columna un
maultiplo de otra columna, entonces su determinante no varia. L]

Observacion 3.7. La técnica usual para calcular determinantes consiste en aplicar reiteradamente la propo-
sicién anterior, hasta llegar al determinante de una matriz que tiene solo un elemento no nulo en una fila o
columna. Luego se reduce su orden mediante la propiedad 3 de la proposicién 3.4 (usando también las otras
propiedades para ir simplificando los célculos). Aplicando reiteradamente este procedimiento terminamos
reduciendo el célculo de un determinante de orden n al calculo de uno de orden 2.

Ejemplos 3.8. En lo que sigue, si por ejemplo escribimos F» — F} quiere decir que a la fila 2 le estamos
restando la fila 1, andlogamente C5 + 2C} quiere decir que a la columna 3 le estamos sumando la columna 4
multiplicada por 2. Notar que en las sumas o restas anteriores siempre escribimos primero la fila o columna
que es modificada. Solo vamos a aclarar este tipo de operaciones, identificar las otras queda a cargo del
lector.

1.
157 1 5 7 3 1
0 3 1|=1|0 3 1 _‘—8 _11’——33+8——25.
2 2 3 0 -8 -11
El primer paso fue F5 — 2F7.
2.
2 3 5 2 3 5 2 3 5 2 3 5 0 -1 11
6 10 4(=2(3 5 2|=2013 5 2/=201 2 -3|=2011 2 -3
50 20 30 50 20 30 5 2 3 5 2 3 5 2 3
0 —1 11
=20{1 2 -3 :—20‘:; 1;'2—40‘;1 11’:—1400.
0 -8 18

El tercer paso es Fy» — F (para obtener agy = 1), el cuarto F} — 2F5 y el quinto F3 — 5F5.

3.
1 -2 1 3 1 -2 1 3
5 7 8 9 _6 5 7 8 9 —0
2 0 -2 4 "1 0 -1 2 7
3 0 -3 6 1 0 -1 2
El determinante final es nulo por tener dos filas iguales.
4.
2 1 01 0 5 25 5 9 5 0 0 1
-1 2 1 2 -1 2 1 2 -1 2
= =—(-1)|-1 2 4/=|-1 2 4= =—12.
-1 2 4 0 -1 2 4 5 9 4 5 9 4 5 2
1 3 1 2 0 5 2 4

El primer paso es Fy + 2Fy y Fy + F5 (dos cambios al mismo tiempo), luego F} — F3.
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2957 (2957 [-T95 7 |-7 37 57 a5
4232 4232 |2 232 |2 -632_ [,
7423 7423 |3 423 |3 -823 P
9632 5400 |1 400 |1 0 00
37 5 2 25 11 0
=—|-6 3 -1l=—|-6 3 —1:—‘_2154 151‘:279.
82 1 ~14 5 0

El primer paso es Fy — Fy, luego C; — Cy (para obtener ayq4 = 1), luego Cy — 4C1, reducimos a orden
3, C3 — Cy, F1 + 2F; y F3 + F5 (dos cambios al mismo tiempo).

Puede haber casos en que el método anterior sea dificil de aplicar, por ejemplo cuando no nos damos
cuenta de cémo “hacer ceros” mediante la proposicion 3.6. En esos casos se puede usar el resultado siguiente,
que si bien requiere mas calculos, tiene la ventaja de que siempre es aplicable.

Proposicién 3.9. Sea A = (a;;) € M,
1. Para cadai=1,...,n, el determinante se puede calcular desarrollando a partir de la fila i,
det(A) = an A + aiplig + -+ + ainlin.
2. Para cada j =1,...,n, el determinante se puede calcular desarrollando a partir de la columna j,
det(A) = a1;A15 + agjAoj + -+ -+ anjAp;. O
3.3. Propiedades
La siguiente proposiciéon resume otras propiedades de los determinantes.

Proposicién 3.10. 1. Para toda matriz cuadrada A, vale det(A') = det(A).

2. El determinante es aditivo respecto a cada fila y a cada columna.

a1 o a1n air - A1n air - Qln
. / . !/ _ . ) / /
il a0 Gt Q| =01 Qin | T Q|
Qn1 T Gnn ap1 -+ Gpp An1 -+ Gpp
/ !/
ail .o alj _|_ alj e a1n ai e alj . e a1n ail . e alj T a1n
: =1 : : B : |- O
/ !/
anl N anj + a’ij e Qnn anl e anj N Qnn anl e anj e Qnn

Observacion 3.11. Hay que tener cuidado porque el determinante no se comporta bien respecto a la suma
de matrices, es decir en general es det(A + B) # det(A) + det(B). Respecto al producto de una matriz por
un escalar, vale

det(cA) = " det(A4), VceR, Ac M,.
Sin embargo el determinante preserva el producto de matrices, es decir, vale el siguiente resultado.

Proposicién 3.12. Para todo A, B € M,, vale det(AB) = det(A) det(B). O
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3.4. Aplicacién a sistemas n x n

Consideremos un sistema cuadrado

a1z + -+ apry, = b
: (13)
ap1T1 + -+ AppTn = by
Sea A el determinante de la matriz formada por los coeficientes del sistema anterior:
ailr -+ Qin
A =
anl 0 Qpn
El nimero A es el determinante del sistema. El interés en A viene dado por el siguiente resultado.
Teorema 3.13. El sistema de ecuaciones (13) es compatible determinado si y solo si A # 0. O

Este teorema se suele utilizar en aplicaciones tedricas o cuando el sistema tiene algiin parametro, dado
que en los otros casos es maés facil escalerizar que calcular determinantes. Lo que nos va a ser 1til es su
aplicacién a los sistemas homogéneos. Recordar que un sistema homogéneo siempre es compatible, dado que
admite la solucién trivial z; = --- = x,, = 0. El teorema anterior implica el siguiente resultado.

Corolario 3.14. Consideremos un sistema homogéneo cuadrado

a1x1+ -+ apr, = 0
(14)
an1x1 + -+ appxn = 0
Sea A el determinante del sistema. Entonces (14) admite soluciones no triviales si y solo si A = 0. O

En la seccion siguiente veremos una aplicacién importante de este corolario. A continuacién mostramos
un par de ejemplos de su aplicacién.

Ejemplo 3.15. Consideremos el sistema

2c4+5y+27 = 0
3x+2y+5z =
9r+3y+7z = 0

o

2 5 7
Su determinante es A = |3 2 5| =11 # 0. Luego la tinica solucién que admite es la trivial z =y = z = 0.
5 3 7
Ejemplo 3.16. Consideremos el sistema
ar+y = 0
r+ay = 0

en que a es un parametro. Nos interesa saber para qué valores de a el sistema admite soluciones no triviales.

El determinante del sistema es A = |¢ 1| = a? — 1. Luego el sistema admite soluciones no triviales si y
solo si a®> — 1 = 0, lo cual equivale a a = +1. Para hallar las soluciones tenemos que resolver los sistemas
obtenidos sustituyendo a por 1 y por —1.

a=1: THY = O; a=—1: ety =0
r+y = 0 x—y = 0

Las soluciones para el caso a =1 son x = A\, y = —A y para el caso a = —1 son = y = A, siendo A libre.
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3.5. Matriz inversa

Definicién 3.17. Decimos que una matriz cuadrada A € M, es invertible si existe una matriz B € M, tal
que AB = BA = I, siendo [ la matriz identidad.

Proposiciéon 3.18. Si A € M, es invertible, entonces la matriz B € M,, que verifica AB = BA =1 es
unica.
Dem. Supongamos que existen dos matrices B,C € M, tales que AB = BA =1y AC = CA = 1.

Entonces
C=Cl=C(AB)=(CA)B=IB=B, luego C=B. O

Por la proposicion anterior, si la matriz A € M,, es invertible entonces existe una tinica matriz B que verifica
AB = BA = I; esta matriz se llama la inversa de A y se escribe B = A~!. Luego la inversa A~! de A (en
caso de existir) queda caracterizada por ser la tinica matriz que verifica AA™! = A71A = I.

En lo que sigue consideraremos las dos preguntas siguientes. ; Como saber si una matriz es invertible? Si
sabemos que una matriz es invertible, ;cémo se halla su inversa? El siguiente resultado responde la primera.

Teorema 3.19. Una matriz A € M, es invertible si y solo si det(A) # 0. En caso de ser invertible, vale
det (A1) = Gia-

Dem. Si A es invertible, entonces
AAT =1 = det(AA7')=det] = detA-det(4A")=1.

Esto implica det A # 0 y det (A*I) = ﬁ. También vale que si det(A) # 0, entonces A es invertible, pero
la prueba es dificil y la omitiremos. O

Ahora veremos de contestar la segunda pregunta. Para matrices 2 x 2 tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.20. Sea A = (‘é Z) una matriz arbitraria. Entonces A es invertible si y solo si ad — be # 0.
Si ad — bc # 0, entonces la inversa de A es

1 d —b
A7l = .
ad — bc (—c a )

Dem. La primera afirmacion se deduce del teorema 3.19. Para ver que vale la segunda, solo hay que
verificar que el producto de esas matrices da la matriz identidad, lo cual se deja como ejercicio. O

Para matrices diagonales es facil hallar la matriz inversa:

Proposicion 3.21. Una matriz diagonal es invertible si y solo si todas las entradas de la diagonal principal
son no nulas. En ese caso,

ap 0 - 0 a;t 0 - 0
0 ay -+ 0 ) 0 a2*1 . 0
siA=1| . [ .|, entonces A7 = . . ) . (15)
0 0 - ay 0 0 - a,t
Dem. El determinante de A es det(A) = ay - - ay,. Luego A es invertible si y solo si det A # 0, lo cual
equivale a que aq, ..., a, sean no nulos. En ese caso, es ficil de probar que la matriz que aparece a la derecha
en (15) es la inversa de A (es solo multiplicarlas). O

Aplicacién 3.1. La matriz identidad I es invertible y vale ™1 = 1.
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Método para obtener la matriz inversa. El teorema 3.19 nos permite saber si una matriz es invertible.
En caso afirmativo, para hallar la matriz inversa existe un algoritmo que mostraremos a continuacién. Para
eso previamente necesitamos definir las operaciones elementales.

Definicién 3.22. Las operaciones elementales en una matriz A son las siguientes:
1. Intercambiar dos filas o columnas de A.
2. Multiplicar una fila o columna de A por una constante no nula.
3. Sumarle a una fila o columna un multiplo de otra fila o columna, respectivamente.

El algoritmo para hallar la inversa consiste en lo siguiente. Supongamos que tenemos una matriz A € M,
que sabemos es invertible y queremos hallar A~!. Lo que hacemos es escribir la matriz A y a su derecha
la matriz identidad I € M,,. Luego, y esto es importante, elegimos si vamos a trabajar con columnas o
con filas. Si por ejemplo decidimos trabajar con columnas, entonces solo vamos a poder seguir trabajando
con columnas y no podemos trabajar con filas. De la misma forma, si empezamos trabajando con filas no
podemos pasar a trabajar con columnas. Hecha la eleccién anterior, por ejemplo digamos que decidimos
trabajar con columnas, entonces vamos a realizar operaciones elementales en las columnas de la matriz A, y
cada vez que hagamos una operacion en A la repetimos en la matriz I. La idea es realizar operaciones hasta
transformar la matriz A en la identidad I, cuando se llegé a ese punto, la matriz I se transformé en AL

A continuacién veremos algunos ejemplos donde estudiamos la invertibilidad de matrices y calculamos
las inversas. En lo que sigue usaremos las mismas notaciones de los ejemplos 3.8. Ademds, escribiremos
Fy < F3, para decir que intercambiamos la fila 2 con la fila 3, y andlogamente para columnas.
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2 3 1
Ejemplos 3.23. Sea A= | —1 0 —1|.Es un ejercicio el verificar que su determinante es det(A) = 1 # 0,
1 1 1
luego A es invertible. Para calcular su inversa tenemos que elegir primero si trabajar con columnas o con
filas. En este caso trabajaremos con columnas.

2 3 11 0 0
-1 0 =10 1 0] Ci—0Cs
1 1 1 0 0 1
1 3 1,1 0 O
0 0 -1]0 1 0] Cy—0Cs
0O 1 1 |-1 0 1
1 2 1 1 0 0
0 1 -1 1 0| C3—Cy
O 0 1 |-1 -1 1
1 2 1 0 -1
0 1 -1]0 1 0 |Cy—20C4
O 0 1 |-1 -1 2
1 0 O 1 -2 -1
0 1 =110 1 0| Cs5+0Cy
O 0 1 -1 1 2
10 0|1 -2 =3
0 1. o0o]0 1 1
0 0 1 |-1

1 -2 -3

Luego lainversaes A= 0 1 1
-1 1 3

24



2 2 1

Sea A= |—-2 —1 —2]. Dejamos como ejercicio el probar que vale det(A) = 1, luego A es invertible.
1 0 1
Mostraremos como hallar su inversa operando con las filas.

2 2 1|1 0 0
2 -1 —2/0 1 0|FR&FR
1 0 110 0 1
1 0 110 0 1
-2 -1 =20 1 0 | Fh+2F;
2 2 1|1 0 0
1 0 110 0 1
O -1 0|0 1 2 |F-2FR
2 2 1|1 0 0
1 0 110 0 1
0O -1 0 0 1 2 | F3+2F,
o 2 -—-1|]1 0 =2
1 0 170 0 1
0 -1 00 1 2| (-1)F
o o —-1|]1 2 2
1 0 110 0 1
0O 1 0|0 -1 =2| (-1)F3
o o -—-1|1 2 2
1 0 110 0 1
0O 1 0|0 -1 —2| F —F;
o o0 1 ]|-1 -2 =2
1 0o o1 2 3
0O 1 0|0 -1 —2| F —F;
o o0 1 ]|-1 -2 =2

1 2 3

Luego la inversaes At = 0 —1 =2
-1 -2 -2
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3 11
Sea A= |2 3 2. Valedet(A) =6, luego A es invertible. Trabajaremos con columnas.
3 3 3

31 1| 1 0 0
2 3 2] 0 1 0 C1—C3
3 33 0 0 1
2 11 1 0 0
03 2| 0 1 0 Cy —C3
03 3| -1 0 1
2 0 1| 1 0 0
012 0 1 0 :Ch
003/ -1 -1 1
101]1/2 0 0
01 2| 0 1 0 C3 —Cy
00 3|-1/2 -1 1
1 00|12 0 -1/2
01 2| 0 1 0 |C3—-20C
0 0 3|-1/2 -1 3/2
1 0012 0 -1/6
010 0 1 =2/3] 1Cs
00 1|-1/2 -1 7/6

1/2 0 -1/6

Luego la inversa es A~1 = 0 1 —-2/3
—1/2 -1 7/6

Observaciones 3.24. 1. Notar que en los ejemplos anteriores lo que hicimos primero fue transformar la
matriz A en una matriz triangular (triangular superior en todos los casos, pero podria ser también
triangular inferior) y luego llevarla a una forma diagonal. Es importante verificar siempre que la matriz

hallada es realmente la matriz inversa (haciendo el producto), dado que es muy facil cometer errores.

2. Conviene remarcar que cuando aplicamos el algoritmo anterior, tenemos que elegir trabajar con filas o
columnas, pero no podemos mezclar, porque si trabajamos con filas y columnas, cuando a la izquierda
lleguemos a la matriz identidad, la matriz de la derecha no va a ser necesariamente la matriz inversa.

Finalizamos esta seccién con algunas propiedades de las matrices invertibles. Recordar que una matriz
A es invertible si existe una matriz B tal que AB = I y BA = I, siendo I la matriz identidad. El primer
resultado que veremos es que para que una matriz sea invertible alcanza con que se verifique una de esas
dos igualdades®.

Proposicién 3.25. Sea A una matriz. Si existe una matriz B tal que AB = I, entonces A es invertible y
B = A~'. Lo mismo sucede si existe una matriz B tal que BA = 1.

Dem. Si AB = I, entonces det(AB) = det([), lo cual equivale a det(A)det(B) = 1. Esto implica que
necesariamente es det(A4) # 0 y por lo tanto A es invertible. Luego multiplicando por la izquierda por A~!
obtenemos

AB=1 = A'AB)=A4"'T = (A 'AB=A4"'" = IB=A"1 = B=A"1

Lo mismo sucede si vale BA = I (pero en la cuenta anterior hay que multiplicar por la derecha por A=1). O

4Esto no es obvio, dado que el producto de matrices no verifica la propiedad conmutativa.
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Proposicién 3.26. Si A y B son matrices invertibles, entonces su producto AB es invertible y vale
(AB)"'=B~tA-1

Dem. Multipliquemos AB por B~tA~1:
(AB)(B'A™Y)=ABB ')A '=AIAT"" =447 =1,

luego aplicando la proposicién anterior a la matriz AB obtenemos la tesis. O
Proposicion 3.27. Sea A una matriz invertible.

1. Si X y B son matrices tales que que AX = B, entonces X = A B.

2. Si X y B son matrices tales que que XA = B, entonces X = BA™!.

Dem. Las dos férmulas se prueban igual, asi que probaremos solo la primera.
AX=B = A YAX)=A"'B = (A'A)X=4"'B = IX=A"'B = X=A'B. O

El siguiente resultado muestra que vale la propiedad cancelativa del producto de matrices, con la condi-
cion de que la matriz que multiplica a ambos lados sea invertible.

Corolario 3.28. Sean A, B,C matrices tales que A es invertible.

1. Si AB =0 o BA =0, entonces B= 0 (O es la matriz nula).

2. Si AB = AC o BA=CA, entonces B=C.

Dem. Probaremos solo los primeros casos de cada item, los otros se prueban en forma analoga. Si
AB = O, entonces B = A"10 = 0. Si AB = AC, entonces B = A"1(AC) = (A"1A)C =IC = C. O
4. Diagonalizacion

En esta seccion las matrices son cuadradas. Cuando estudiamos el modelo de Leslie, vimos que el vector
de distribucién de edades X}, se obtiene a partir del vector inicial Xy mediante la férmula X;, = L*Xj,
siendo L* la potencia k-ésima de la matriz de Leslie L. El problema que tiene esta férmula es la dificultad
de calcular L¥ para valores grandes de k. En lo que sigue estudiaremos la técnica de diagonalizacién, que en
particular permite simplificar el cdlculo anterior. Luego veremos algunas aplicaciones.

Una matriz cuadrada A € M, se dice diagonalizable si existe una matriz diagonal D € M,, y una matriz
invertible P € M,, tales que A = PDP~L.

El resultado siguiente muestra que el cdlculo de potencias de matrices diagonalizables se reduce al de
potencias de matrices diagonales, el cual es muy facil de hacer (observacién 2.7.4).

Proposicién 4.1. Si A= PDP~!, entonces A¥ = PD*P~1, para todo k =0,1,2, ...
Dem.
A%? = AA = (PDP YYPDPY) = PD(P'P)DP~' = PDIDP™! = PDDP~' = PD*P~L.

Repitiendo ese razonamiento se llega a la tesis (la prueba formal es por induccién completa). O
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En lo que sigue intentaremos responder las siguientes preguntas.

1. ;Coémo determinamos si una matriz es diagonalizable?

2. Supongamos que A es diagonalizable, ;cémo encuentro las matrices D y P tales que A = PDP™1'?
Empezaremos con un caso concreto y luego lo generalizaremos.

Ejemplo 4.2. Consideremos la matriz

20 0
A=15 1 =5
5 0 =3

Empezamos calculando su polinomio caracteristico, que se define mediante el siguiente determinante

2-X 0 0
XaA)=| 5 1-X -5 |.
5 0 —3-2A

Operando obtenemos

2-X 0 0

XaA)=| 5 1-X =5 —(2—)\)‘16/\ _;E)\’——(Q—A)(l—)\)(BJr)\).
5 0 —-3-2A
Si se desarrollan los productos obtenemos X 4(A) = —\3 + 7\ — 6, luego X4()\) es un polinomio de grado 3

en la variable A. Volviendo a la expresién X4(A) = —(2 — A)(1 — A)(3 + A), vemos que las raices de X 4(\)
son 1, 2 y —3. Ahora para cada uno de esos valores de A\ vamos a resolver el siguiente sistema homogéneo

2—A 0 0 x 0 2—-XNx = 0

5 1-X =5 yl =10 & S5r+(1—-Ny—5z = 0 .

5 0 -3-X \z 0 504+ (=3-XN)z = 0
Caso A = 1.

1 0 O T 0 z = 0

5 0 —5 y| =160 = or—5z = 0 & z=z=0.

5 0 —4 z 0 Sr—4z = 0

Como la y quedé libre, las soluciones son los vectores (0,y,0), con y € R. Lo que nos interesa es obtener
una solucién no trivial; nos quedamos con la més simple que es (0, 1,0).

Caso A = 2.
0 0 O x 0 0 =0 - .
5 -1 5] |yl =10 & 5r—y—5z = 0 & { B 0
5 0 —5) \z 0 br—5z = 0 vy =

Las soluciones son los vectores (z,0, ), con z € R. Elegimos el (1,0, 1).

Caso A = —3.
5 0 0 x 0 5¢ = 0 R
5 4 5| |y|l=10 & Sr+4y—5z = 0 & {4 B 5,
50 0) \z 0 5z = 0 vo= oo

Las soluciones son los vectores (0, Y, %y), con y € R. Elegimos el (0,5,4).
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Con estos valores formamos las matrices D y P siguientes

10 0 010
pD=|o2 o], P=|[105
00 -3 01 4

Notar que D es una matriz diagonal cuyas entradas diagonales (1, 2, —3) son las raices de X 4()). Por otro
lado las tres columnas de P son las soluciones no tiviales que elegimos anteriormente (escritas verticalmente).
Es importante el orden de las columnas de P, que viene dado por las entradas diagonales de D: la primera

columna es la solucién correspondiente a A = 1, la segunda corresponde a A = 2 y la tercera a A = —3.
El determinante de P vale —4. Como es det P # 0, entonces P es invertible. Operando obtenemos
5/4 1 —=5/4
Pl = 1 0 0 . Las matrices asi obtenidas verifican A = PDP™!, es decir
-1/4 0 1/4

20 010 1 0 0 5/4 1 —=5/4
51 =5] =110 5 02 0 1 0 O
5 0 -3 01 4 0 0 -3 -1/4 0 1/4
Lo que vimos en el ejemplo anterior se puede aplicar en general. Lo veremos para matrices 3 x 3, pero
vale para matrices de cualquier tamano. Consideremos una matriz 3 x 3 genérica

ain a2 a3
A= a2 a2 a3
az1 asz2 as3

El determinante

ai; — A a2 a13
Xa(A)=1| a1 ax—X a (16)
asi azx a3 — A

es un polinomio de grado 3 en la variable A llamado el polinomio caracteristico de A. Las raices del polinomio
carateristico son los wvalores propios de A. Supongamos que X4(\) tiene tres raices A1, A2 y As. Con estos
valores construimos la matriz diagonal

A0 0
D=0 X 0
0 0 As
Consideremos A; y formemos la ecuacion
ain — A1 aio a3 T 0
a1 agz — A1 azs yl =10
asi as2 ass — A1 z 0

Desarrollando el producto e igualando término a término, obtenemos el siguiente sistema

(a1 — M)z +apy+azz = 0
a1 + (age — A1)y +agsz = 0 . (17)
as1x + aspy + (azz — A1)z = 0

Las soluciones no triviales de este sistema son los vectores propios correspondientes al valor propio Aj. Sea
(u1,u2,us) uno de esos vectores propios (es decir, z = u1, y = uz y 2 = ug es una solucién no trivial de
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(17)). Si ahora consideramos el sistema (17) cambiando A; por A2, entonces obtendremos otro vector propio
(v1,v2,v3), v repetiendo el procedimiento cambiando A; por A3 y obtendremos un tercer vector propio
(w1, wa, w3). Con estos tres vectores propios formamos la matriz

uy v wq
P = uz V2 w2 . (18)
uz vz w3

Los célculos anteriores implican que las matrices P y D verifican® AP = PD. Si la matriz P es invertible,
entonces deducimos que vale A = PDP~! y por lo tanto A es diagonalizable.

En realidad, en estas condiciones la matriz P siempre es invertible, es decir, vale el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Sea A una matriz 3 X 3. Supongamos que su polinomio caracteristico X 4(\) tiene 3 raices
distintas A1, A2, A3. Sean (u1,us,us), (vi,v2,v3) y (wi,wa,ws) tres vectores propios correspondientes a
A1, A2, A3. Entonces la matriz P definida en (18) es invertible. O

En conclusién, si A € M3 es tal que su polinomio caracteristico X 4(\) tiene 3 raices distintas, entonces
A es diagonalizable.

Observaciones 4.4. 1. En el procedimiento anterior es muy importante el orden de los elementos. Si es
A= PDP~! con
)\1 0 0 uyp v wi
D= 0 )\2 0 y P = U2 vV W ,
0 0 )\3 us U3 ws

entonces (u1, ug,us) tiene que ser un vector propio correspondiente a A1, (v1,v2,v3) un vector propio
correspondiente a Ao y (w1, wy,ws) un vector propio correspondiente a As.

2. Las entradas diagonales de D son A1, A2 v A3, que son las raices de X 4(A). Luego la matriz D es tnica
a menos de permutar A1, Ao y As.

3. Para construir la matriz P tomamos soluciones no triviales de sistemas homogéneos, en lo cual estamos
haciendo una eleccién. Asi que no hay unicidad de la matriz P.

4. El teorema 4.3 vale para matrices n X n en general, en el sentido de que si el polinomio caracteristico
de A tiene n raices distintas, entonces la matriz P formada por los vectores propios es invertible.

5. Si el polinomio caracteristico X 4 (\) tiene menos de 3 raices, entonces hay que trabajar con més cuidado,
dado que hay casos en que es diagonalizable y casos en que no. Ejemplos de polinomios de este tipo
son los siguientes

ME3AZ 430 +1=A+1D3% N+ A-1=0+1)*0-1); MB+X+A+1=A+DN+1).

El primero solo tiene una raiz que es —1, el segundo tiene solo dos raices 41 y el tercero solo tiene
una raiz que es —1. En general en estas notas evitaremos meternos en ese tipo de situaciones, y si lo
hacemos lo resolveremos para ese caso particular, como en el modelo estocédstico de la Seccién 5.3.

5Esto no es inmediato. Para verificarlo tienen que multiplicar las matrices y ver que coinciden; para eso se usa que los vectores
propios son soluciones de los sistemas (17).
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Como comentamos anteriormente, la técnica de diagonalizacion se puede aplicar a matrices cuadradas
de cualquier tamano. A continuacién veremos un ejemplo con una matriz 2 x 2.

Ejemplo 4.5. Queremos saber si A = (%g :gg) es diagonalizable. Empezamos hallando su polinomio ca-

racteristico
23—\ -50
XA(/\):' 10 _22_)\’:)\2—)\—6.

Las raices de X4(A\) = A2 = A — 6 son \; = —2 y A2 = 3. Luego podemos tomar D = (_2 g) como matriz
diagonal. Ahora tenemos que obtener soluciones no triviales de

23— A —50 z\ (0
10 -22—-X)\y) \o
para A1 = —2y Ay = 3.

Para A\ = —2 obtenemos

25 —50\ (z\ (0 - 25z — 50y = o eo_
10 —20) \y) = \o 10z — 20y = 0 v=

Tomando y = 1 y = 2, obtenemos (uy,u2) = (2,1).

|
o

Para Ay = 3 obtenemos

20 —50\ (=) _ (0 - 20z —50y = 0 e 9w s—0
10 —-25)\y/) " \o 102 —25y = 0 y="

Luego tomando z =5 e y = 2, obtenemos (vy,v2) = (5,2). Con estos valores formamos la matriz

. uy V1 . 2 5
P<U2 v2>(1 2)'

La inversa de P es

y por lo tanto obtenemos
_ 1 23 =50\ (2 5\ (-2 0\ /-2 5
A=PDP < (10—22_12 0 3)\1 -2/
Esto simplifica el operar con la matriz A. Por ejemplo, si queremos calcular A es
23 —50\'"" /2 5\ /=2 0\'""/=2 5\ (2 5\ /(-2 0\ /-2 5
100 -22) —\1 2)\0 1 -2) \1 2 0 3°0/{1 -2
(2 5\ (1024 0 -2 5
12 0 59049/ \ 1 -2)°

Para terminar de hallar A0 solo resta hacer el dltimo producto, lo cual queda como ejercicio.

w

Observacion 4.6. En el ejemplo anterior también podriamos haber tomado A1 = 3 y Ao = —2. En ese caso

seria D = (8 _02). Esto implica que ahora es P = (5?2) y por lo tanto Pl = (_12 32) El resto sigue igual.
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5. Aplicaciones

5.1. Genética, herencia autosémica.

Cada rasgo a heredar por un individuo (puede ser humano, animal o vegetal) estd regido por dos genes,
que se suelen representar por a y A. La herencia se dice autosdmica si viene ligada a un gen que estd en
un cromosoma autosémico (es decir, en un cromosoma que no es sexual). En estos casos cada individuo de
la poblacién tiene un par de estos genes, independientemente de su sexo, los cuales pueden ser AA, Aa o
aa. Cada una de las tres posibilidades anteriores determina el genotipo del individuo. Un ejemplo de rasgo
controlado por el genotipo es el color de algunos tipos de flores, en las cuales el par AA da flores rojas, el
Aa rosadas y el aa blancas. También el color de los ojos queda determinado por el genotipo.

En lo que sigue supondremos que estamos en un caso de herencia autosémica. Luego cada progenitor
tiene los dos genes y la herencia se obtiene heredando al azar un gen de la madre y uno del padre. Como el
padre y la madre pueden tener genotipos AA, Aa o aa, entonces la probabilidad de cada uno de los posibles
genotipos de un descendiente estd dada por la siguiente tabla

HAAXAA‘AAan‘AAXaa‘Aaan‘Aaxaa‘aaxaa
AA 1 0,5 0 0,25 0 0
Aa 0 0,5 1 0,5 0,5 0
aa 0 0 0 0,25 0,5 1

(19)

Por ejemplo, cuando se cruzan Aa con Aa (cuarta columna de la tabla), el resultado puede ser AA, Aa, aA
0 aa. Notar que Aa y aA es lo mismo. Luego de los 4 casos posibles, tenemos uno con AA, dos con Aa y uno
con aa. Entonces la probabilidad de que salga AA es 1/4 = 0,25, de Aa es 2/4=0,5y de aa es 1/4 =0, 25.

Supongamos que tenemos una poblacién de plantas con una distribucién variada de los genotipos AA,
Aa y aa. Decidimos empezar a cruzar esta poblacién con plantas que solo sean AA. Vamos a estudiar como
evoluciona la distribucién de los genotipos a medida que pasa el tiempo.

Sean

= pg la fraccion inicial de plantas que tienen genotipo AA,
= ¢p la fraccién inicial de plantas que tienen genotipo Aa,
= 1o la fraccién inicial de plantas que tienen genotipo aa.

Con esos valores nos armamos el vector de distribucién inicial de genotipos

Yo=|q
70

Los cruzamos con los de tipo AA y obtenemos una nueva generacién, que tendra un cierto vector de distri-
bucién de genotipos que llamamos Y7, cruzamos de nuevo y obtenemos otra generacién que tendra un cierto
vector de distribucién Y5 y asi seguimos. En la k-ésima generacién obtendremos un vector de distribucién

Ye=1aq |, Vk=0,1,2,...

en el cual
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= p; es la fraccion de plantas que tienen genotipo AA,
= ¢ es la fraccién de plantas que tienen genotipo Aa,
= 71 es la fraccién de plantas que tienen genotipo aa.

Como cada planta tiene que ser de algin genotipo, es
pr+aq.+ry=1 Vk=0,1,2,...

Nos interesa saber cémo se relaciona el vector de distribucién Yj;_1 con el siguiente Y}, siendo

Pk—1 Pk
Yici=la1 ], Ye=|a
Th—1 T

Supongamos que en la generacién (k—1)-ésima hay una cierta cantidad P de plantas, luego tendremos py_1 P
plantas de genotipo AA, qi_1 P plantas de genotipo Aa y ri_1 P plantas de genotipo aa. Las cruzamos con
P plantas de genotipo AA. La tabla (19) nos dice cudles son las probabilidades del resultado, para cada
genotipo. Con genotipo AA vamos a obtener 1 por cada AA que tenfamos anteriormente mas 1/2 por cada
Aa que teniamos anteriormente, luego obtenemos

1 1
pr—1P + §Qk—1P = (pk:—l + 2%—1) P

plantas de genotipo AA. Con genotipo Aa vamos a obtener 1/2 por cada Aa y 1 por cada aa, luego obtenemos

1 1
5%—113 +rp1 P = (2%—1 + Tk—1> P

plantas de genotipo Aa. De genotipo aa no vamos a obtener ninguno (porque estamos cruzando con AA).
Dividiendo la cantidad de plantas de cada genotipo por la cantidad total de plantas P, obtenemos las
proporciones de cada genotipo. Luego de lo anterior deducimos

1 1
Dk = Pk—1+ S0k-1, Gk = 50k-1 +rg—1, 1 =0.

Escribiendo las formulas anteriores usando los vectores de distribucién obtenemos

Pk Ph—1+ 3qk—1 1 1/2 0\ [pr—
a | = dap—1+ma | =(0 1/2 1 Qk—1
Tk 0 0 0 0 Tk—1

Es decir, Y, = MY}_1, siendo

Por la misma razén que con el modelo de Leslie, deducimos que vale Y, = M*Y}, para todo k = 1,2,...
Luego para cada valor de k, el vector de distribucién Y}, queda determinado conociendo MF* e Yj.
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Para obtener M* vamos a aplicar diagonalizacién. El polinomio caracteristico de M es

1—Xx 1/2 0
XV =| 0 1/2—=X 1|=(1=N(1/2=A)(=A)=-A—1)(A—1/2)A.
0 0 —A

Luego los valores propios de M son A\ = 1, A\ = 1/2 y A3 = 0. Operando obtenemos los vectores propios

respectivos
1 1 1
‘/1 = 0 ) ‘/2 - -1 ) ‘/3 = -2
0 0 1
Luego es M = PDP~!, siendo
1 0 0 1 1 1
D=0 1/2 0|, P=P'=[0 -1 -2
0 0 O 0 0 1

6

Las féormulas anteriores® nos permiten calcular ficilmente las potencias de M.

1 1 1 1 0 0\ /1 1 1 1
Mt =pDFP~t =0 -1 -2 |0 1/2¢ o) |0 -1 —2]=(0 & =
0 0 1 0o 0o 0o/ \0o 0 1 0

Luego usando Y, = M*Y obtenemos Yj;:

Dk 1 1—5 1—5=\ (po po+ (1= 55) g0+ (1 — 55=5) o
a | ={0 3 ) Q | = 340 + FTT0
Tk 0 0 0 To 0

Como sabemos que vale pg + qo + 79 = 1, de la igualdad anterior deducimos

1 1
Pr = 1—ﬁQO—FTOa

1 1
Uk = 5590 + oE=1701
rr = 0.
Como limy_ 40 2% = 0, deducimos que los genotipos de la poblacién tienden a la distribucién

p=1 g=r=0.

Es decir, a medida que pasa el tiempo todas las plantas tienden a ser del genotipo AA.

5.2. Modelo de Leslie (segunda parte)

Recordar que el modelo de Leslie parte de una poblacién dividida en n clases de edad, en la cual todas
las clases tienen la misma duracién de [ anos. Medimos la cantidad de hembras de la poblacion cada ty, = ki
anos (k=0,1,...). La cantidad de hembras de la primera clase en el instante t;, la escribimos zy, la cantidad

SNotar que en este caso se dié una situacién curiosa, que es que vale P~! = P. Esto es muy atipico y casi nunca ocurre.
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de las de la segunda clase yi, etc. Con estos nimeros armamos el vector de distribucion de edades Xj y el
vector de distribucién inicial de edades X,

Tk Zo
X = Yk ,k=1,2,... Xo = Yo

Llamamos a; a la cantidad de hijas promedio que nacen de una sola hembra durante el tiempo que esta en
la clase i, y b; a la fraccién de la cantidad de hembras en la clase i, que se espera que sobrevivan y pasen a
laclase i+ 1. Esa; >0y 0 < b; <1, para todo ¢. También asumiremos que para algtin ¢ es a; > 0, dado
que alguna clase tiene que ser fértil. Con estos nimeros construimos la matriz de Leslie de la poblacion

ar a2 ... Ap—1 QAp
by 0 ... 0 0

L=10 b ... 0 0 1. (20)
0 0 ... b1 O

El pasaje de X;_1 a X} viene dado por X = LX;_1, de donde se deduce
X, =LFX,, Vk=12,.... (21)

Nos interesa saber como va a evolucionar la poblacién con el paso del tiempo. Un primer indicador es la
tasa neta de reproduccion, que es el nimero R definido por

R = a1 + asby + agbibs + - - - + apbiba ... byp_1.

Notar que a; es el promedio de hijas que tiene una hembra cuando estd en la primera clase, asb; es el
promedio que tiene cuando esta en la segunda, azbibs es el promedio que tiene cuando estd en la tercera,
etc. Luego R puede interpretarse como el promedio de hijas que tiene una hembra durante toda su vida.
Pensado de esa forma, el siguiente resultado es bastante natural.

Teorema 5.1. = i R > 1, entonces la poblacion tiende a crecer exponencialmente.
» Si R <1, entonces la poblacion tiende a decrecer exponencialmente (se extingue).

= S5t R =1, entonces la poblacion tiende a estabilizarse. ]

Mids adelante veremos una justificacion del resultado anterior. A continuacién aplicaremos diagonaliza-
cién para profundizar en el modelo de Leslie. Para que la lectura sea mas agil, en lo que sigue van a haber
pocas demostraciones, pero algunas de las pruebas aparecen en la seccion siguiente.

Nos interesa conocer los valores y vectores propios de L. El siguiente teorema nos simplifica los célculos.

Teorema 5.2. 1. El polinomio caracteristico de L es

Xp(A) = (=1)" (A" = ar A" — aobi N2 — agbibo A" — o —agbiby - byq)

2. Toda matriz de Leslie L tiene un wunico valor propio positivo \i.
1
b1
A

b1b2

AQ

3. Si A # 0 es un valor propio de L, entonces V = es un vector propio correspondiente. [

biba...bp_1
An—1
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Vale el siguiente resultado.

Teorema 5.3. Si A1 es el valor propio positivo de la matriz de Leslie L y A; < 0 es otro valor propio
cualquiera de L, entonces el valor absoluto de \; es siempre menor o igual que . O

Por el teorema anterior al valor propio positivo A1 se le llama el valor propio dominante de L. Si ademas
vale |\;| < A1 para todo otro valor propio \; de L, entonces decimos que A es estrictamente dominante.

El siguiente resultado da una condiciéon para que el valor propio positivo sea estrictamente dominante.

Teorema 5.4. Si en una poblacion hay dos clases de edad consecutivas fértiles, es decir si en su matriz de
Leslie L existe algun i tal que a; y a;+1 son no nulos, entonces \1 es estrictamente dominante. O

En lo que sigue veremos algunas consecuencias de las propiedades anteriores. De ahora en adelante
supondremos que el valor propio \; es estrictamente dominante y que L es diagonalizable (esto tltimo no
es necesario pero simplifica los calculos). Ademds, para simplificar la escritura supondremos que es n = 3,
aunque los resultados valen en general. La matriz de Leslie es

ay; as asg
L=|b 0 0]. (22)
0 b O

Sean A1 > 0, A < 0y A3 < 0 los vectores propios y Vi, Vo v V3 los vectores propios correspondientes. Si
escribimos

U1l V12 V13
Vi=|va|, Vo= [wan], Vzi=lwva]|,
V31 V32 V33

entonces sabemos que vale L = PDP~! siendo

MM 0 0 V11 V12 V13
D=0 X 0 y P=|voa1 v w3
0 0 Mg U3l V32 V33

Lo que nos interesa es conocer el vector de distribucién de edades X}, para valores de k grandes. Este vector
lo podemos calcular mediante X; = L*Xy. Ademés sabemos que L = PDP~! implica L¥ = PDFP~1,
Juntando las dos férmulas anteriores deducimos

X, = PDFP7 Xy, VEk=1,2,....

1

Consideremos un valor de k arbitrario fijo. Multipicando la férmula anterior por 3 obtenemos
1

1 1 1
— X =—PD"P'Xg=P (ka> P~ X,.
Al AT A
Moo ! AO k 0
Como es DF = [ 0 /\’2“ 0 |, obtenemos A%Xk =p|0 (ﬁ) 0 P~1X,. Ahora usando que
1
0 0 M 0

o (x)
k

k
valen [Aa2| < A1y |A3| < A1, deducimos limg_, 4 (’%) = lmg 4 o0 (ﬁ—i) = 0. Luego

. 100
lim VX,CZP 00 0] P X,.
oo Al 000
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C

Si escribimos P~ Xy = [ d | , obtenemos
e
1 V11 V12 V13 100 c vl V12 V13 c v11
lim TXk: V21 V22 V23 0 0 0 d = V21 V22 V23 0 =cC | v21 :ch.
k—+o00 /\1
V31 V32 V33 0 00 e U31 V32 V33 0 v31
Luego hemos probado la férmula siguiente
lim - X = oV, (23)
im — X, =cV.
k——+o0 k

1

Por lo tanto’ %X r =~ cV1, para valores de k grandes. Luego
1

X ~ c)\lfVl, para k grande.

Esto nos dice que a medida que pasa el tiempo, el vector de distribucién de edades tiende a ser un multiplo
de V7. Usando la férmula para V; dada por el teorema 5.2, la formula anterior queda

Tk bl
uk | e[ X; (24)
b1é2
Zk )\2
1

Notar que la constante ¢ no la conocemos, pero de la férmula (23) se deduce que es mayor o igual a cero;
ademads siempre podemos suponer, y lo haremos, que ¢ es positiva. Luego de (24) deducimos

e b a  bibs
xk_)\l’ .%'k_)\%

Este resultado muestra que las proporciones entre las distintas clases de edad tienden a estabilizarse en
constantes que dependen del valor propio dominante, pero no dependen de la distribucién inicial de edades.
Ademas, de X}, ~ c)\’fVl v Xp_1 > c)\]f_lvl, deducimos

X, ~ M Xp_1, parak grande. (25)

Luego el vector de distribucion de edades tiende a ser un multiplo escalar del precedente, siendo este escalar
el valor propio dominante de la matriz de Leslie.

Por otro lado, de X} =~ cA\¥V; obtenemos lo siguiente.
Teorema 5.5. Sea A1 el valor propio dominante de L. Entonces
= 5t A\ > 1, entonces la poblacion tenderd a crecer exponencialmente;
» 51 A\ < 1, entonces la poblacion tenderd a decrecer exponencialmente (se extingue);
= si A\ = 1, entonces la poblacion tenderd a estabilizarse. L]

El caso A = 1 es particularmente interesante porque es X ~ ¢V, para k grande. En este caso la poblacién
se aproxima a una distribucién limite de edades, que es un multiplo escalar del vector propio V.

"El simbolo =~ se lee “es aproximadamente igual a”.
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El problema para aplicar lo anterior es que Aj es la raiz positiva del polinomio caracteristico de L, que
sabemos existe, pero no siempre es facil de hallar. Este problema se resuelve recordando la tasa neta de
reproduccion R = aq + a9by + agbibs + -+ - + a,b1bs ... by 1.

Proposicion 5.6. El nimero R y el valor propio positivo A1 estdn relacionados por lo siguiente
R>1& M >1, R=1& X =1, R<le <1
Es decir, R y A\ en general son diferentes, pero tienen la misma relacion con el numero 1. O
Notar que del teorema y la proposiciéon anteriores se deduce el teorema 5.1.

Ejemplo 5.7. Consideremos una poblacién de la cual sabemos que su matriz de Leslie es

0 4 3
L= 12 0 o0
0 1/4 0

Supongamos que la duracién de cada clase de edad es de 5 anos. El valor de R es
R=0+4(1/2)+3(1/2)(1/4) =19/8 > 1,
luego la poblacién tiende a crecer exponencialmente. El polinomio caracteristico de L es
Xr(A) = =3 +2X + 3/8.

Por tanteo se obtiene que A\; = 3/2 es el valor propio dominante. Notar que A; y R son ambos mayores que
1 (en concordancia con la proposicién anterior). Aplicando la férmula (25) deducimos

3
X~ =Xp_1.
k=5 Ak-1

Por lo tanto en cada periodo de tiempo la poblacién de hembras de cada clase, asi como el total, tiende a
incrementarse en un 50 %. Calculando el vector propio V; correspondiente a A\ = 3/2 obtenemos

1
Vi=| 1/3
1/18

Esto nos dice que las hembras de la poblacién tenderan a distribuirse en las 3 clases de edad en proporciones
1, 1/3 y 1/18. Para traducir las proporciones anteriores en porcentajes, debemos resolver

a a 1 1 2
00 a+3+18 = 00 <+3+18>a a = a=7T

Luego a =72, a/3 =24 y a/18 = 4. Entonces la poblacién tiende a una distribucién que consiste en

72 % de hembras de 0 a 5 anos; 24 % de hembras de 5 a 10 anos; 4% de hembras de 10 a 15 anos.

En este caso se pueden obtener los otros valores propios, que son Ay = *3%‘/5 ~ —0,19y A3 = 73%‘/5 ~ —1,3.
Notar que vale [A2| >~ 0,19 < 1,5 = A1 y |A3| 1,3 < 1,5 = A\ en concordancia con el teorema 5.4.
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5.3. Un modelo estocastico

En este modelo la poblacién se supone dividida en grupos que llamamos estados y lo que lo caracteriza
es que la matriz que describe la transicién de un estado al siguiente verifica que todos sus coeficientes son
mayores o iguales que cero y las columnas suman 1. Cuando esto sucede, decimos que se trata de un modelo
estocdstico. Un ejemplo es el modelo de genética visto en la Seccién 5.1. No vamos a detenernos en las
caracteristicas generales de este tipo de modelo y solo mostraremos cémo se aplica con el siguiente ejemplo.

Consideremos una poblacién que se distribuye, de acuerdo al padecimiento de una determinada enferme-
dad, en cuatro estados: el estado F7 de salud, el estado Fo de enfermedad, el estado F3 de muerte a causa
de dicha enfermedad y el estado F4 de muerte por otra razén.

Luego de un relevamiento de datos, se obtiene la siguiente informacién de lo que sucede semana a semana:
= 3/8 de las personas sanas permanecen sanas, 3/8 se enferman y el resto muere (no por la enfermedad).

» la mitad de las personas enfermas se curan, mientras que 1/4, sigue enferma, 1/8 muere a causa de la
enfermedad, y el resto muere por otra causa.

Nos concentramos en esta poblacién, es decir que no le incorporamos los nuevos nacimientos. Lo que nos
interesa es saber a largo plazo cudl es el porcentaje de muertes a causa de la enfermedad.

La informacién anterior puede resumirse en el siguiente diagrama, que llamaremos grafo de transicion
del modelo

3/8
ss( By=—=FE, ).

1/2
1/4l A ll/s
1CE4 E331

Tomando como referencia una semana que llamamos semana 0, el vector

Sk
&
Ry = k
mi
Nk

reune la informacién de cudl es la cantidad de individuos respectivamente sanos s, enfermos e, muertos
por la enfermedad myj y muertos por otra razén ng, que hay en la k-ésima semana. Vamos a estudiar cémo
evoluciona la poblacién semana a semana, es decir, como es el pasaje de Ry a Ryp41. Esa informacién la
obtenemos del grafo de transicion.

La cantidad sg1; de personas sanas en la semana k + 1, es la cantidad que se mantuvo sana que es %Sk,
mas la cantidad de personas que estaban enfermas y se curaron, que es %ek. Luego

3 +1
s = -5 —ey.
k+1 R k 2 k

La cantidad ey41 de enfermos se obtiene sumando la cantidad de sanos que se enfermaron que es %sk, mas
la cantidad de enfermos que siguieron enfermos, que es iek. Luego

3
Cht1l = g5k + 26k
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La cantidad de muertos por la enfermedad my41 es la suma de los que estaban enfermos y se murieron que
es %ek més los que ya habian muerto por la enfermedad que es my. Luego

1
Mp1 = gek + my.
En forma andloga se obtiene
1 1
M1 = 7 5k + 3Ok + ng.
Luego el vector Ry puede calcularse a partir de Ry, mediante Ry = M Ry, siendo

3/8 1/2 0 0
[3/8 174 0 0
M=1"% 1810
1/4 1/8 0 1

Como antes la condicién Ry1 = M Ry, implica Ry, = M kRy. Para calcular M* veremos si podemos diago-
nalizar M, es decir, si existen una matriz diagonal D y una matriz invertible P tales que M = PDP~!. El
polinomio caracteristico de M es

3/8—A  1/2 0 0
3/8 1/4—A 0 0
0 1/8 1-XA 0
1/4 1/8 0 1-2A

Xp(N) = =(1-X)?(\*—5/8\—3/32).

3

Este polinomio tiene raices %1 y 1, de las cuales 1 es una raiz doble. Luego formamos la matriz diagonal

4
3/4 0 00
o -18 00
b= 0 0 10
0 0 01

Los vectores propios correspondientes a cada uno de los valores propios son los siguientes:

—8/3z 9z
3 — 1 —
para A = —, son de la forma 2z ;  para A = ——, son de la forma )z ;

4 z 8 z

11/3z —z
0
0
para A = 1, son de la forma ;
t

Para formar la matriz P de vectores propios, vamos a aprovechar el hecho de que tenemos dos grados de
libertad en los vectores propios correspondientes al valor propio (doble) 1 y tomar entonces dos vectores
propios cualesquiera, teniendo cuidado de que no sean uno multiplo del otro (para que la matriz P no tenga
una columna multiplo de la otra y pueda entonces ser invertible). Elegimos entonces la siguiente matriz

—8/3 9 0 0
—2 -9 0 0
P= 1 1 10
11/3 -1 0 1
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Esta matriz es invertible y su inversa es

—3/14 —3/14 0 0

s | 121 —4/63 0 0
| 1/6 5/18 1 0
5/6 13/18 0 1

Al ser M invertible deducimos que M es diagonalizable y vale M = PDP~!. Supongamos que en la semana
0, la poblacién es de s personas sanas y e personas enfermas, luego el vector de distribucién inicial es

S O »

Ry =
0

Entonces después de que pasan k semanas, la nueva distribucién en los cuatro estados estéd dada por el
siguiente vector

S 0O »

Ry = M*Ry = (PDP™")* Ry = PD*P~'Ry = PD* P~

@)

Observar que si queremos saber lo que pasa a la larga, hacemos tender k a infinito, obteniendo

s S 00 0O S
, o ko-1] ¢ | _ , k | e | 00 0 O 1] e
m Be= dm PO _P(kETOOD)P o [TFloo 1ol |o
0 0 0 001 0
0 0 0 0 S 0
| o 0 0 0 e 0
e sisox ]| 0 (1/6)s + (5/18)e
5/6 13/18 * 0 (5/6)s + (13/18)e

Las estrellas (x) representan nimeros que no afectan el resultado final, por lo cual no los calculamos. Notar
que en lo anterior usamos

: k
3/4F 0 00 Jm (3/4) 0 00 0000
1k Lk
fn D~ lim 8 ( 1({8) (1) 8 _ 0 lim (—1/8)F 0 o _ 8 8 (1) 8 |
k—+o00 k—4o00 ! 0 0 1 0 |
0 0 0 0 0 01 000

dado que los valores absolutos de 3/4 y —1/8 son menores que uno.

Resumiendo hemos probado que vale

0
lim Ry, = 0
hotoo T | (1/6)s + (5/18)e

(5/6)s + (13/18)e

Luego si al comienzo estan todos sanos, se tiene e = 0 y la tendencia a largo plazo es que 1/6 de los individuos
(un 17 % aproximadamente) moriran a causa de la enfermedad.
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6. Apéndice 1. Diagonalizacién

En este apéndice mostramos de donde sale lo que hicimos para que ver si una matriz es digonalizable y
exploramos los casos en que el polinomio caracteristico tiene menos raices que su grado.

Empezamos explicando la técnica de diagonalizacién. Por simplicidad trabajaremos con matrices 2 x 2,
pero el razonamiento vale en general. Sea A = (‘é 2) una matriz 2 X 2. Supongamos que existen una matriz

diagonal D = (>(‘]1 >?2> y una matriz invertible P = (% b1) tales que A = PDP~!. Esta tltima relacién

)= (L) )

Desarrollando los productos e igualando coeficiente a coeficiente obtenemos que la igualdad anterior equivale
a las cuatro igualdades siguientes

equivale a AP = PD, es decir

aup +bus = Mug avy +bvy = Ao (27)
cup +dus = Mug ’ cv1 +dvg = Ao
Pasando todos los términos de las ecuaciones para un mismo lado obtenemos
(CL — /\1)U1 +buy = 0 (a — )\2)1)1 +bvy = 0 (28)
cuy + (d — )\1)U2 = 0’ cvy + (d - )\2)’02 = 0

Como la matriz P = (v} ) es invertible, entonces w1, us y v1,v2, no son ambos nulos. Luego uy, us y v, v2

son soluciones no triviales de los siguientes sistemas homogéneos

(a—A)z+by = 0 (a—X)xz+by = 0
cx+(d—XA)y = 07 cx+(d—XA)y = 0

Esto implica que los determinantes de los sistemas son nulos

a—>\1 b a—/\g b
c d—\ c d— Ay

(29)

=0.

Por lo tanto, si escribimos

a— A\ b
c d— \

‘:/\2—(a+d))\+ac—bd,

entonces A\; y A2 tienen que ser raices del polinomio caracteristico X 4(\).

En resumen, dada una matriz A = (‘CZ Z), si existen una matriz diagonal D = (Aol )(\)2 ) y una matriz inver-

tible P = (1} 11) tales que A = PDP~!, entonces A\; y g tienen que ser rafces del polinomio caracterfstico
XA(A) y u1,uz y vi,v2 tienen que ser soluciones de los sistemas (29). Reciprocamente, si el polinomio X 4(\)
tiene raices \1 y Ao, entonces esos valores hacen que los determinantes de los sistemas (29) sean nulos,
por lo cual admiten soluciones no triviales ui,us y v1,v2. Esas soluciones verifican entonces las ecuaciones
(28), que equivalen a las ecuaciones (27), y estas equivalen a la ecuacién matricial (26). Luego si escribimos

P=(ytt)y D= (’\01 )?2 ), entonces Py D verifican AP = PD. Finalmente, si la matriz P es invertible,

entonces despejando en AP = PD, obtenemos A = PDP~!. Notar que si el polinomio caracteristico tiene
dos raices distintas, entonces la invertibilidad de la matriz P viene garantizada por el teorema 4.3 (en su
versién 2 x 2). Luego los casos delicados son cuando el polinomio caracteristico tiene raices multiples o tiene
raices complejas. Eso es lo que veremos a continuaciéon. Lo mostraremos para matrics 3 x 3.
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En lo que sigue estudaremos el caso en que el polinomio caracteristico de una matriz A € M3 tiene menos
de tres raices. Los siguientes ejemplos muestran las distintas posibilidades.

Ejemplo 6.1. Sea

2 11
A=1(0 3 1
0 1 3
Su polinomio caracteristico es
2—A 1 1
XaN) =] 0 3-Xx 1 |[=2-N(W\-6A+8)=—-(A—2)>*A—4).
0 1 3—A

Luego los valores propios son 2 y 4, siendo 2 una raiz doble de X4(\). Para hallar los vectores propios
correspondientes al valor propio 4 tenemos que resolver

—2z4+y+z = 0
—-y+z = 0 = T=y=2=z
y—z = 0

Luego los vectores propios son de la forma (z,x,z), con = # 0. Elegimos el vector (1,1,1).
Para hallar los vectores propios correspondientes al valor propio 2 tenemos que hallar (z,y, z) tales que

y+z = 0
y+z = 0 = 2z = —y; la variable z est4 libre.
y+z = 0

Luego las soluciones son de la forma (z,y, —y), con x e y libres (el sistema es compatible indeterminado con
dos grados de libertad). Como queremos que la matriz P sea invertible, nos tomamos dos vectores propios
de forma tal que no sea uno multiplo del otro, por ejemplo con z = 1 e y = 0 obtenemos el (1,0,0) y con
=0 ey =1 obtenemos el (0,1,—1). Luego con esos valores y vectores propios construimos

400 11 0
D=0 20|, P=[10 1
00 2 10 -1

Por la misma razén de antes sabemos que vale AP = PD. Observar que es det P = 2 # 0, por lo cual P es
invertible. Luego AP = PD implica A = PDP~! y por lo tanto A es diagonalizable.

Ejemplo 6.2. Sea

2 3 2
A=10 2 0
0 2 4
Su polinomio caracteristico es
2—A 3 2

XA =| 0 2=x 0 |[=(2-X

0 2 4— A

2—-A 0
2 4— )\

’ =—(A=2)%*\—4).

Luego, como en el caso anterior, los valores propios son 2 y 4, siendo 2 una raiz doble de X 4()). Para hallar
los vectores propios correspondientes al valor propio 2 tenemos que resolver

3y+2z = 0
0 =0 = y=2z=0.
2y4+2z = 0
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Esto implica que los vectores propios correspondientes al valor propio 2 son los vectores de la forma (x,0,0),
con z # 0 libre (el sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad). El problema acé es que
A = 2 es una raiz doble de X 4()), pero no hay forma de encontrar dos vectores propios correspondientes
que no sean colineales, dado que si 1 # 0 y z2 # 0, entonces (z1,0,0) = %(:cg, 0,0). Entonces no vamos a
poder formar una matriz invertible P cuyas columnas sean vectores propios. Asi que en este caso A no es
diagonalizable.

Ejemplo 6.3. Sea

0 -1 1
A=11 -1 -1
0 0 2
Su polinomio caracteristico es
- -1 1

XaN) =1 —1-X —1[=C2-NN+X+1).
0 0 2-2A

Este polinomio tiene una raiz A = 2. Si tratamos de hallar las raices de A2 + X + 1, nos encontramos con

—1+v-3

MNiA+1=0 = A= 5

Como el polinomio A2 + A + 1 no tiene raices reales, deducimos que la tinica raiz de X () es A = 2. Luego
caemos en una situacion similar a la del ejemplo anterior, en que no podemos armar una matriz invertible
cuyas columnas sean vectores propios de A y por lo tanto la matriz A no es diagonalizable.

En resumen, mirando los ejemplos anteriores encontramos tres tipos de situaciones:

= El polinomio caracteristico es X4(A) = (2 — X\)(A2 + A+ 1), en que A2 + X + 1 no tiene rafces reales.
En este caso A no es diagonalizable.

» El polinomio caracteristico es X4(A\) = —(X — 2)2(\ — 4). Considerando la raiz doble A = 2, tenemos
dos posibilidades respecto al sistema de ecuaciones que nos da los vectores propios correspondientes
(recordar que este sistema siempre es compatible indeterminado)

e El sistema tiene dos grados de libertad, en ese caso A es diagonalizable.

e El sistema tiene un grado de libertad, en ese caso A no es diagonalizable.

Para matrices 4 x 4 sucede algo similar. Por ejemplo, si X4(A\) = (A — 2)(A — 3)(A?> + A + 1), entonces A
no es diagonalizable (porque A% + X + 1 no tiene raices reales). En cambio si X4(\) = (A —2)(A —3)(A —1)2,
entonces hay que estudiar los grados de libertad del sistema asociado al valor propio A = 1: si tiene dos grados
de libertad, entonces A es diagonalizable y si tiene un grado de libertad entonces A no es diagonalizable.

7. Apéndice 2. Modelo de Leslie

Este apéndice es para quienes quieran entender un poco mas la teoria que sustenta el modelo de Leslie.
Para simplificar la notacién asumiremos que la poblacién esta dividida en solo tres clases de edad. La matriz
de Leslie es

ayp as ag
L=|b 0 0
0 b 0

Como siempre es a; > 0y 0 < b; <1, para todo ¢, y para algin i es a; > 0.
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Teorema 7.1. El polinomio caracteristico de L es
XL(A) = (=1)* (A* — a1 A* — agbi A — agbiby) .
Dem. Desarrollando el determinante por la tercer columna obtenemos

alr— A az as

Xe(A)=| by =X 0|=uas b AL (=) [ A Azl by — AM—a1 A+ X2 — aghy)
0 bo b1 —-A
0 ba  —A
=\ + al)\Z + agbi A + azbibs.
Esta es la prueba para n = 3. La prueba general para n arbitrario se hace por induccién completa. O
Teorema 7.2. 1. La matriz L tiene un unico valor propio positivo \i.
1
2. Si A # 0 es un valor propio de L, entonces V = by es un vector propio de L correspondiente a A.
b1b2
Az

Dem. FEl polinomio caracteristico de L es
XL()\> = _\3 + al)\Q + agbi A + agbybs.
Estamos interesados en las raices positivas de X, (). Notar que A\; # 0 es raiz de X1 (\) si y solo si verifica

al agbl agblbg
SV VERENS

—)\? + al)\% + asbi A1 + azbibo =0 & al)\% + asbi A1 + aszbiby = )\:f = =1. (30)

Luego si R™ son los reales positivos y definimos una funcién f : R™ — R mediante

a1 . a2bi  asbiby

A)=—+—" YA >0
entonces A; > 0 es raiz de X1,(\) si y solo si verifica f(A\) = 1.
La derivada de f es
R P U U L )

IPYERNDY A

Como la derivada es negativa, deducimos que f es estrictamente decreciente. Ademds observar que valen
limy g+ f(A) = 400 y limy 4 f(A) = 0. Esto implica que existe un tnico A\; > 0 tal que f(\;) = 1, que
es lo que queriamos probar.

Para probar la segunda parte, directamente calculamos el producto de la matriz L por el vector V'

ap as as 1 al—i-agbyl—i-ay,b}% “71—1-‘1/2\%—1-%/\1’7};1’2 1
LV=1[b 0 0 bof = by =\ b =M & | =V

bib bib b1b b1b

0 b2 O ;\22 1)\2 ;\22 ;\22

Notar que en la peniiltima igualdad usamos que vale %t + “ﬁ% + “3275(’2 =1, lo cual se deduce de (30). [

Proposicién 7.3. El nimero R y el valor propio positivo A1 estdn relacionados por lo siguiente
R>1& )M >1, R=1& ) =1, R<le <l

Es decir, R y A1 en general son diferentes, pero tienen la misma relacion con el nimero 1.
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Dem. Fl polinomio caracteristico de L es
Xp(\) = =23 4+ a1 0% + agbi A + azbi by
y sabemos que A\; > 0 es raiz de X1,(\) siy solo si verifica f(A\1) = 1, siendo

ar  azby  azbibs

i WA CA

Observar que vale
f(l) = aj + asby + azbibs = R.

Nosotros ya vimos que la funcién f(\) es estrictamente decreciente. Luego

A>1 & f(a)<f(l) < 1<R,
M=1 & fA)=f1) & 1=R
aM<1l & f(a)>f(1) & 1>R O
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