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Repartido 2: Generalidades de Anillos

1. a) Probar que un conjunto con un Gnico elemento admite una estructura de anillo. Observar
que es Unica, le llamaremos anillo trivial y lo notamos A = 0.

b) Probar que si A no es el anillo trivial, entonces 0 # 1.

2. Sea X un conjunto y P(X) su conjunto potencia. Si A, B € P(X) se define
A+ B:=AVB = (A\B) u (B\A), AB:=An B.
Probar que con estas operaciones P(X) es un anillo conmutativo. Determinar los elementos

invertibles de P(X).
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3. Un anillo de Boole es un anillo A tal que x* = x para todo x € A. Probar:

a) P(X) con la estructura definida en el ejercicio 2 es un anillo de Boole.
b) Si A es un anillo de Boole, entonces se verifica x + x = 0 para todo x € A.
¢) Todo anillo de Boole es conmutativo.
4. Sea z un elemento de un anillo con inverso a la derecha, i.e. existe x tal que zx = 1. Probar que
las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) z tiene mas de un inverso a la derecha.
b) z no es invertible.

¢) z es divisor de cero a la izquierda i.e. existe 0 # t tal que zt = 0.
5. Sea A un anillo. Un elemento z € A es nilpotente si existe un entero positivo n tal que z" = 0.

a) Probar que si A es un dominio, entonces el tnico elemento nilpotente es 0.

b) Probar que Z, contiene elementos nilpotentes no nulos si y solo si n es divisible por el
cuadrado de un nimero primo.

¢) Sean x e y elementos nilpotentes de A. Probar que si A es conmutativo, entonces x + y es
nilpotente. Probar con un contraejemplo que este resultado no vale en general si A no es
conmutativo.

d) Sea z € A tal que z" = 0. Probar que 1 — z es invertible, siendo (1 —z) ™' =1+ z+ 2% +
R

6. Probar que todo dominio finito es un cuerpo.

7. Sea A un anillo. Dado un subconjunto no vacio S de A, se define el centralizador de S por
C(S)={xeA:xs=sx, VseS§}.
El centro de A es el centralizador de A; en este caso se escribe Z(A) en vez de C(A).

a) Probar que C(S) es un subanillo de Ay que S < C(C(S)), para todo & # S < A.

b) Sea A= My(R)y B = {( Z ?__ ) L a, b,ceR}. Hallar C(B) y C(C(B)).



c¢) Sea A un anillo, probar que Z (M,(A)) = {al,: ae Z(A)}.

d) Sea k un cuerpo. Probar que si A € M,(k) verifica AB = BA para todo B € M,(k),
entonces existe a € k tal que A = al,.

8. Se consideran las matrices 1, i, j, k € M,(C), definidas por:

10.

11.

10 . i 0 0 1 0 i
12(0 1)' '_(o 4)' ‘(4 0)' k_<i o)'
SeaH ={al+ bi+cj+dk:ab,c deR}c M(C).
a) Probar que i = j> = k? = —1y que ij = —ji = k.
b) Deducir: jk = —kj = i y ki = —ik = j.
c)
)

Probar que H es un subanillo M,(C).

d) Hallar el centro de H.

El conjunto H con esta estructura se llama el anillo de los cuaterniones. Observar que existen
isomorfismos {al : a € R} ~ Ry {al + bi : a b e R} ~ C, definidos por al < ay
al + bi <> a + bi, respectivamente. En base al primer isomorfismo, escribiremos a en vez de al,
VaeR.

Sea H el anillo de los cuaterniones. Dado x = a + bi + cj + dk € H, se definen

X=a—bi—cj—dk, Nx)=a+b+3P+d*> y T(x)=2a

Probar:
a)x+y +YyyXy =Yy X, para todo x,y € H.
b) N(x )=x7yx — T(x)x + N(x) =0, para todo x € H.
c) N(xy) = N(x)N(y), para todo x, y € H.

d) H es un anillo con divisién.

Dado f € A[[x]] no nulo, se define la valuacién de f como val(f) = min(sop(f)). Ademas, el
coeficiente val(f)-ésimo de f se dice el coeficiente inicial de f y se nota in(f).

Dado p € A[x] no nulo, se define el grado de p como gr(p) = max(sop(p)). Ademas, el
coeficiente gr(p)-ésimo de p se dice coeficiente lider de p y se nota ((f).

Se consideran f, g € A[[x]] y p, g € A[x] todos no nulos.

a) Probar que val(f + g) = min{val(f), val(g)}, si fg # 0,val(fg) = val(f) + val(g).

b) Probar que gr(p + q) < max{gr(p),gr(q)}, si pqg # 0,gr(pq) < gr(p) +gr(q).
c¢) Supongamos ahora que A es un dominio.

1) Probar que fg # 0y val(fg) = val(f) + val(g).

2) Probar que pg +# 0y gr(pq) = gr(p) + gr(q).
d) Deducir que si A es dominio, entonces A[[x]]| y A[x] también lo son.

a) Se define la caracteristica charA de un anillo A como el menor n € N tal que n,14 = 04,
en caso de que exista un tal n, y como 0 en caso de que no exista.



b) Probar que si k es cuerpo, chark es 0 o es primo. Dar un ejemplo de un cuerpo de
caracteristica 0 y uno de caracteristica p.

c) SiAesunanilloy S = {1} < A, entonces el subanillo generado por S es el menor subanillo

de Ay se llama anillo primo de A.
Probar que chark = n si y sélo si el anillo primo de A es Z, y que chark = 0 si y sélo si

el anillo primo de A es Z.



