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Repartido 1: Generalidades de Grupos

1. Probar que Z2 ‘ Z2 no es isomorfo a Z4.

2. Se considera n P N, n ě 2 y Un “ tz P C : zn “ 1u el conjunto de las raíces n-ésimas de la
unidad.

a) Probar que Un es un subgrupo de S1 “ tz P C : |z | “ 1u.
b) Sea µ “ e

2πi
n P Un. Se define ϕ : ZÑ Un mediante ϕpkq “ µk , @k P Z. Probar que ϕ es

un morfismo de grupos.
c) Probar Un » Zn

3. Sean m, n P Z` con m|n y consideramos mZn “ tma : a P Zu Ă Zn. Hallar # pmZnq.

4. Sea p un número primo y n P Z`.

a) Probar que Zp no tiene subgrupos propios.
b) Hallar todos los subgrupos de Zpn .
c) Probar que Zpn no se puede descomponer como suma directa de subgrupos propios.

5. Sean pM , ˚, 1˚q y pM , ˝, 1˝q dos monoides. Probar que si las operaciones ˚ y ˝ conmutan entre
sí (una es un homomorfismo con respecto a la otra), entonces coinciden y además la operación
es conmutativa.

6. Sea Φ “ tϕ1,ϕ2,ϕ3,ϕ4u el conjunto de axiomas de grupo abeliano. Probar que son indepen-
dientes. Es decir, probar que para cada i “ 1, . . . , 4 existe una terna pG , ¨, eq que satisface
Φztϕiu y no satisface ϕi .

7. Sean H ď K ď A, con A grupo abeliano. Probar que

A{H

K{H
– A{K

8. Probar el Teorema 0.4.3 de las Notas de Grupos: si H ď A y A abeliano, los subgrupos de A{H
están en biyección son los subgrupos de A que contienen a H , y dicha biyección preserva la
inclusión.

9. Se considera R como grupo abeliano con la suma y A un subgrupo arbitrario de R. El objetivo
del ejercicio es probar que A es denso o de la forma Zx “ tnx : n P Zu para algún x P R.

a) Probar que si 0 es un punto de acumulación de A, entonces A es denso.
b) Probar que si existe x P R que es de acumulación de A, entonces 0 es un punto de

acumulación de A.
c) Deducir que A es discreto (i.e. no tiene puntos de acumulación en R) o es denso.
d) Probar que si A es discreto, entonces existe x P R tal que A “ Zx .

Sugerencia: para el caso A ‰ t0u, probar que existe x “ ḿın pAX R`q y que A “ Zx .


