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Repartido 5: Divisibilidad en dominios

1. Este ejercicio ilustra que si D no es un dominio, no es necesariamente cierto que todo polinomio
f € D[X] tenga a lo sumo tantas raices como su grado.
a) Probar que el polinomio X3 — X tiene 6 raices en Zs.

b) Probar que el polinomio X? + 1 tiene infinitas raices en el anillo de los cuaterniones .

2. Probar que en Zs[X] vale
3XP+4X2+3=(X+2)%(3X +2) = (X +2)(X +4)(3X + 1).

Explicar por qué esta (ltima igualdad no contradice el hecho de que Zs[X] sea un dominio
factorial.

3. Probar que el polinomio X* + X3 + X + 1 no es irreducible sobre k[X], para ningtin cuerpo k.

4. Sea D = {a+b\/10: a, be Z} = R. Definimos = : D — D mediante (a + by/10)" = a— b1/10
y N : D — 7Z mediante N(u) = u u*. Probar:
a) Vale (uv)* = u*v* para todo u,v e D. Vale u* = u si y solo si u € Z,
b) Vale N(uv) = N(u)N(v) para todo u,v € D. Vale N(u) = 0 si y solo si u = 0.
¢) Un elemento u € D es invertible si y solo si N(u) = +1.
)

d) Los elementos 2, 3, 4+ /10 y 4 — +/10 son irreducibles en D.
Sugerencia: observar que las ecuaciones x> = 2 y x> = 3 no tienen solucién en Zs.

e) Los elementos 2, 3, 44+ /10y 4 — +/10 no son primos en D.
Sugerencia: calcular (4 + \/10) (4 — \/10).

5. Dos ideales I y J de un anillo A se dicen primos entre si’ si | + J = A. Probar que en un dominio
de ideales principales, dos ideales (a) y (b) son primos entre si si y solo si a y b son primos entre
si.

6. Sea D un dominio de ideales principales.

a) Sea P un ideal propio de D. Probar que existen ideales maximales Py, ..., P, de D tales

que P = P;--- P, y que esta descomposicién es inica a menos del orden de los factores.

b) Un ideal P de D se dice primario si P # Dy verifica abe Py a¢ P, entonces dn € Z*
tal que b” € P. Probar que un ideal P es primario si y solo si P = {0} o existen ne Z* y
p € D irreducible tales que P = (p").

c) Si Py,..., P, son ideales primarios con P; = {(pi"), Vi = 1,...,n, siendo p,...,p,
elementos irreducibles no asociados, entonces P;--- P, =Py n---n P,.

d) Sea P un ideal propio de D. Probar que existen ideales primarios Pi, ..., P, de D tales que
P=P;n---n P,y que esta descomposicién es tnica a menos del orden de los factores.

7. Un dominio D se dice euclideo si existe una funcién & : D\{0} — N que verifica:

= Para todo a, b e D\{0} es d(a) < d(ab).



m Sia, be D con b # 0, entonces existen g,r € D talesque a=bg+r,conr=00r#0
y 8(r) < 8(b).

a) Probar que Z es un dominio euclideo definiendo &(n) = |n|. iHay unicidad de g y r en
a=bqg+r?

b) Probar que k[X] es un dominio euclideo (k cuerpo).
c) Probar que todo dominio euclideo es un dominio de ideales principales!.
d) Probar que si D es un dominio euclideo, entonces:
= §(a) = 5(1), Yae D\{0},
= ae D\{0} es invertible si y solo si &(a) = 6(1), y
= 5(a) = 6(au) para todo a € D\{0}, u e D*
e) Sean a,be D, b # 0. Probar que g, r son dnicos si y solo si d(a + b) < max{d(a), d(b)}

8. Algoritmo de Euclides. Sean aj, a, elementos no nulos de un dominio euclideo D.
Se definen g; y as mediante a; = a,q; + a3, con a3 = 00 a3 # 0y 0(a3) < d(az). Si as # 0,
definimos g, y a; mediante a = a3qy + a4, con a; = 0 0 a4 # 0y 8(ay) < O(as), y asi
seguimos. De esta manera se obtienen? por recurrencia una sucesién de pares (g;, aj;2), tales
que a; = a;41q; + a2y a2 =00 3,0 #0y 8(aj0) < 8(aj41), Vi=1,2,....

a) Probar que existe n tal que a, # 0y a,,1 =0, y que en este caso es a, = mcd(ay, ay).

b) Utilizar la construccion de la parte anterior para expresar med(ay, az) en la forma xa; + yay,
con x,y € D.

c) Utilizar el algoritmo de Euclides para encontrar el maximo comin divisor de X3+ X2+ X —3
y X4 = X3+3X2+ X —4en Q[X].

9. a) Sean m,ne€ Z, n> 0. Probar que existen q,r € Z tales que m = qn+rvy |r| < n/2.

b) Sean a, b, c € Z, c > 0. Probar que existen r, g € C tales que a+ bi = gc +ry |r]*> < ¢
Sugerencia: aplicar la parte anterior con a'y b en lugar de m.

c¢) Probar que los enteros de Gauss Z[i] = {a+ bi : a,b € Z} son un dominio euclideo,
definiendo §(z) = zz = |z]?, V z e Z[i] = C.
Sugerencia: dados y = a+ bi y x = ¢ + di € Z[i], x # 0, hay que probar que existen
q,r € Z[i] tales que y = gx + r con r = 0 0 8(r) < d(x). Si x € Z*, es la parte anterior.
En el caso general, probar que existen q,ry € Z[i| tales que yx = gxx + oy rp =0 o0
5(ro) < 8(xX); luego tomar r = y — gx.

d) Hallar los elementos invertibles de Z][i].

10. Probar que si k es un cuerpo y f € k[ X] tiene grado 2 o 3, entonces f es irreducible si y solo si
f no tiene ninguna raiz en k. Mostrar con un ejemplo que la afirmacién es falsa si f € Z[X].

11. Sean D un dominio factorial, K su cuerpo de fraccionesy f = a,X" + -+ + a;.X + ap € D[X].
Sea § € K unaraiz de f, con p, g € D coprimos.Probar que g|a, y p|ag. Deducir que si f € D[X]
es un polinomio moénico y @ € K es una raiz de p, entonces x € D.

1Se puede probar que D = Z[X219] = {m + n(1 + iv/19)/2: m,ne€ Z} < C es un dominio de ideales principales
que no es euclideo.
2Los elementos (qg;, aj12) no tienen por qué ser (inicos, en ese caso se hace una eleccién.
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Sea f = a,X" +a, 1 X" 1+ -+ a X + ay € Z[X] un polinomio primitivo. Probar que si existe
un ndmero primo p que no divide a a, y que verifica que a3, X" + a3, X" 1+ - -+ 7ZX + 3
es irreducible en Z,[X], entonces f es irreducible en Z[X]. Mostrar con un ejemplo que la
afirmacion es falsa si p|a,. Aplicar este criterio para probar que

3X3 —5X?+4X +21 y 4X34+3X?>+2X+4

son irreducibles en Q[X].

En cada caso determinar si el polinomio f es irreducible en D[X], para D = Z y para D = Q.

f=2X"—6X349X?—-15 f=2X3+43X24+2X+3, f=X*+X+4,
f=3X*"+6X%+6, F=X3—-7X+3, f=X*—X34+2X?>—-X+1.

Sea p un ntimero primo. Probar que el polinomio ciclotémico f = XP~ + XP=2 + ... 4+ X +1es

irreducible en Q[X]. Sugerencia: observar que f = % luego f(X +1) = % y aplicar el

criterio de Eisenstein.
Sea f = X3 — X +1€eZ[X].
a) Probar que no existe ningiin a € Z tal que al polinomio f(X + a) se le pueda aplicar el

criterio de Eisenstein.
b) Probar que f es irreducible en Z[X].

Investigar si los siguientes polinomios on irreducibles en Z[X, Y]:

Y*4+2X2Y3 + X3Y? — XY + X, Y4+ XY? —2X%2+3Y? +2.

a) (Criterio de Eisenstein generalizado.) Sea D un dominio, f = ag+a; X +---+a,X" € D[X].
Si existe un ideal primo P < D tal que:
= 3, € P paratodo i % n,
= a, ¢ P,
= a9 ¢ P? (donde P? = PP),
entonces f no puede ser escrito como producto de dos polinomios no constantes en D[X].

Si ademas f es primitivo (en el sentido que no tiene divisores constantes no invertibles)
entonces es irreducible en D[X].

b) Sea D un dominio. Sean A = D|y], f = X" — y € A[X]. Probar que f es irreducible en
A[X].



