Universidad de la Repiiblica
Facultad de Ciencias
Centro de Matematica

Moédulos-Generalidades

Notas adaptadas por Mariana Haim para el curso “Anillos y Médulos” 2021.

Durante todo el capitulo A denotard un anillo cualquiera.
Definicién 0.0.1. Un A-médulo a izquierda M es una terna (M, +,0, ) donde
= (M,+,0) es un grupo abeliano,

» - : AXx M — M es una funcién (que llamaremos accidn del anillo sobre el médulo) que
verifica, para todo a,be A, m,n € M:

(1) a-(m+n)=a-m+a-n,
(2) (a+b)-m=a-m+b-n,
(3) (ab) -m =a-(b-m),

(4) 14-m=m

Ejemplo 0.0.1. El anillo A es un A-mddulo a izquierda si se considera con la accion reqular,
es decir, la accién dada por el producto de A.

Observacion 0.0.1. 1. De (1) se deduce que para cada a € A, la funcién ¢, : M — M definida
por ¢,(m) = a-m es un morfismo de grupos.

2. El conjunto End(M) = {f : M — M | f es morfismo de grupos} es un anillo con la
composicién. Las igualdades (2),(3) y (4) pueden interpretarse como que la funcién
F: A — End(M) definida por F(a) = ¢, es un morfismo de anillos.!

3. Andlogamente se define A-mddulo a derecha mediante una accién a derecha M x A — M.

4. Si A= (A, +,-,0,1) es un anillo y se considera la operacién -°? : A x A — A definida por
a-?b=>-a, entonces A? = (A, +,-°?,0,1) es otro anillo que llamamos anillo opuesto.
Se tiene (AP)P = Ay A°? = A siy sélo si A es conmutativo. Si (M, +,0) es un grupo
abelianoy - : AxM — My : M x A°’? — M son dos acciones vinculadas por a-m = mxa,
es facil ver que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= (M,+,0,-) es un A-médulo a izquierda,
» (M,+,0,%) es un A°’-mddulo a derecha.

En particular si A es conmutativo, todo A-mddulo a izquierda es A-mdédulo a derecha y
reciprocamente (y en este caso hablaremos sencillamente de A-mddulos). Ademéds esto nos
muestra que no perdemos generalidad al demostrar los teoremas para mddulos a izquierda.

5. Si M es un A-médulo a izquierda y m € M, entonces 0-m =0y (—1)-m = —m. En
efecto,

0-m=0+0)-m=0-m+0-m y (=1)-m+1-m=0-m=0.

'Es un ejercicio del préctico probar que un A-médulo “es lo mismo” que un morfismo de anillos A — End(M)
donde M es un grupo abeliano.



Veamos mas ejemplos.

Ejemplos 0.0.1. 1. Si A = k es un cuerpo, entonces un k-mdédulo a izquierda es exactamente
un k-espacio vectorial.

2. Si A es un anillo y consideramos el grupo abeliano A™ = {(a1,as,...,a,) | a; € A}, se tiene
que A™ es un M, (A)-médulo a izquierda y también a derecha considerando el producto
usual (a izquierda y a derecha respectivamente) de una matriz por un vector.

3. Sik es un cuerpo y X € M, (k), se tiene que el grupo abeliano k™ es un k[z]-mdédulo a
izquierda mediante p - v = p(X)v, donde si p = >|_,a;z’, se define p(X) = Y\_; a; X?
(con X0 := Id,).

4. Todo grupo abeliano es un Z-mdédulo. En efecto, si G es un grupo abeliano, la operacién
usual Z x G — @G, definida por (n,g) — ng dota a G de una estructura de Z-moddulo.
Ademas, por definicién todo Z-mddulo es un grupo abeliano. Esto muestra que un Z-mdédulo
“es lo mismo” que un grupo abeliano.

5. Si M es un A-médulo a izquierda y S # & es un conjunto, el grupo de funciones M tiene
estructura de A-médulo a izquierda definiendo (a - ¢)(s) = a - ¢(s).

6. Si A es un anillo, entonces A[[z]] es un A[z]-médulo donde la accién es la restriccién de
la accién regular de A[[x]], con la identificacién A[z] < A[[z]].

7. (Para los que cursaron Calculo 3). Sea X una variedad diferenciable. Notemos C*(X) al
anillo de las funciones diferenciables X — R con las operaciones punto a punto. El conjunto
de las n-formas diferenciales en X, notado Q"(X), es un C*(X)-médulo: si f e C°(X) y
we Q"(X), se define f-w como (f-w)(p) = f(p)w(p) para todo p € X.

A partir de ahora, salvo mencién explicita, M serda un A-médulo a izquierda. Es claro que los
enunciados para A-mdédulos a izquierda tendran su version para A-mdédulos a derecha, a partir de
la observacién 0.0.1.4. Ademaés, a menudo notaremos am en lugar de a - m, para a € A,me M.

Definicién 0.0.2. Sea M un A-médulo. Un subconjunto N € M se dice submddulo de M si :
(1) 0e N,

(2) x4+ y e N para todo z,y € N,

(3) an € N para todoae A,ne N.

Observacion 0.0.2. 1. Es un ejercicio sencillo verificar que son equivalentes, para un A-médulo
M y un subconjunto N < M:
= N es un submédulo de M,
» N es un subgrupo de M que es A-estable (es decir, que cumple (3)),
= N con las operaciones de M restringidas a N es un A-modulo.
2. En el caso particular en que se considera A como A-médulo a izquierda con la accion

regular, un subconjunto N < A es un submddulo si y sélo si es un ideal a izquierda. Si
ademas A es conmutativo, entonces los submoédulos son los ideales bilateros.

3. {0} y M son submédulos de M y se dicen triviales.



Definiciéon 0.0.3. Sean M y N A-médulos. Una funcién f : M — N es un morfismo de
A-mddulos, o simplemente A-lineal si verifica:

(1) f(m+mn)= f(m)+ f(n) para todo m,n € M,
(2) f(a-m)=a- f(m) para todo a € A,m e M.

Si f es inyectivo o sobreyectivo, se dice que es respectivamente un monomorfismo o un
epimorfismo de A-médulos.

Si f: M — N es un morfismo de A-mddulos inyectivo y sobreyectivo, se dice que es un
isomorfismo de A-médulos y que M y N son A-médulos isomorfos o isomorfos via f.

Si f: M — M se dice que es un endomorfismo. Notamos End 4(M) al conjunto de endomor-
fismos de M.

Observacion 0.0.3. 1. Un morfismo de A-médulos en particular es morfismo de grupos (abe-
lianos).

2. Si A =k es un cuerpo, entonces un morfismo de k-mdédulos es exactamente una transfor-
maciéon k-lineal.

3. Se verifica facilmente que la composicién de morfismos de A-médulos es un morfismo de
A-médulos, y que la identidad también lo es. En particular End4 (M) es un anillo con la
suma punto a punto y la composicién.

4. Si f es un isomorfismo y g : N — M es su inversa, entonces g también es un morfismo de
A-médulos.

Proposicion 0.0.1. Sea f : M — N morfismo de mddulos. St H < N es un submddulo,
entonces f1(H) € M también lo es. Si K € M es un submddulo, entonces f(K) € N también
lo es. En particular, Ker f = f~1({0}) € M eIm f = f(M) S N son submddulos.

Demostracion. Sea H € N. Sabemos que f~}(H) < M. Ademés, siz € f~1(H) y a € A se tiene
flax) = af(x) € H porque f(z) € H que es un submédulo. Se deduce que ax € f~(H).

Por otra parte, si K < M, sabemos que f(K) < N. Ademads, siz € Ky a€ A, af(x) =
f(ax) € f(K) porque azx € K por ser éste un submoédulo. O

Definicién 0.0.4 (Producto directo y suma directa). Sean I un conjunto no vacio y {M;}ies

una familia de A-médulos. El producto directo de {M;}cr es el producto cartesiano | [ M; con
el

las operaciones

(mi)ier + (ni)ier = (M + ni)ier, a(m;)ier = (ami)ier,

para todo a € A, (my)ier, (ni)ier € || M;. Es facil verificar que [ M; con estas operaciones es
1€l i€l

un A-médulo.

Para cada m € || M;, se define el soporte de m, sop(m) = {j € I | m; # 0}, y es facil ver

el
que el subconjunto
{m € HMZ | sop(m) es ﬁnito}
el
es un submoédulo de [ [ M;. Lo denotamos @ M; y lo llamamos suma directa (o suma directa
iel el

externa, como haciamos en grupos) de la familia.



Observacion 0.0.4. 1. Si en la definiciéon de arriba el conjunto I es finito, la suma directa y
el producto directo coinciden.

2. Las proyecciones naturales p; : [[ M; — M; definidas por p; ((m;)ier) = m; son epi-
i€l
morfismos de médulos y las inyecciones naturales ¢; : M; — @ M; definidas mediante
el
m sii=}

I

son monomorfismos de mddulos.

Los pares (H M, (pi)ie 1) y <(—D M, (1:)ie 1) verifican propiedades universales que presen-
el el

tamos a continuacion.

Proposicién 0.0.2 (Propiedad universal de la suma directa y del producto directo). ? Sea

{M;}icr una familia de A-mddulos.

1. Dados un A-mddulo N y una familia de morfismos de A-mddulos {f; : N — M;}ier, existe

un inico morfismo de A-mddulos ¢ : N — [ M; que hace conmutar la siguiente familia
1€l
de diagramas, para todo j € I:

.
[1M; —— M;

el
® /

N

2. Dados un A-mddulo N y una familia de morfismos de A-mddulos {f; : M; — N }ier, existe

un unico morfismo de A-mddulos 1 : @ M; — N que hace conmutar la siguiente familia
el
de diagramas, para todo j € I:

M; — P M;

iel

N

Demostracion. Para el producto directo, es ficil ver que la tinica posible funcién estd dada por
f(n); = fi(n) para todo n € N y que esto define un morfismo de médulos.
Para la suma directa, es facil ver que la tunica posible funcién estd dada por
f((my)ier) = D, film;) y que esto define un morfismo de médulos. O
1€l
Es facil probar que la interseccion de una familia no vacia de submoddulos es un submaédulo,
lo que posibilita la siguiente definicién.

Definicién 0.0.5 (Submddulo generado). Sea M un A-médulo y S € M un subconjunto. El
submddulo generado por S es (S):= (N | N es submédulo de M, N 2 S}.

Observacion 0.0.5. 1. Si § € M es un subconjunto y N € M es un submédulo que contiene
a S, entonces N contiene a (S). En otras palabras el submédulo generado por S es el
menor (con respecto a <) entre los submddulos de M que contienen a S.

2. Si S = (J, entonces (S) = {0}.

2Es un ejercicio del préactico 6 probar que las propiedades universales caracterizan al producto directo y a la
suma directa, en el sentido que cualquier otro par que la satisfaga va a ser naturalmente isomorfo a estos.



3. 815+, (S) = {Z a;m; | I es un conjunto finito, a; € A, m; € S Vie I}.
1€l
Definicién 0.0.6. Sea M un A-médulo y S € M un subconjunto. Si M = {S), decimos que S
es un generador de M, o que S genera a M. Si existe S € M generador finito, decimos que M
estd finitamente generado.
En el caso particular en que existe m € M tal que {m} genera M, se dice que M es un
A-médulo ciclico y se nota M = Am.

Definicién 0.0.7. Sea M un A-médulo y {M;};er una familia de submédulos de M. Se define
la suma de los submédulos M; como

M, = UM>

el el

Observacion 0.0.6. 1. Esclaroque ), M; = {Z m; | I es un conjunto finito, m; € M;,Vi € I}.
el el
2. A partir de las inclusiones inc; : M; — M y usando la propiedad universal de la suma
directa, se tiene un (tinico) morfismo ¢ : @ M; — > M; tal que ¢ o ¢; = inc;. Ademads ¢
el el
resulta sobreyectivo. Notar que explicitamente ¢ ((m4)ier) = X ;e Mi-
3. Si ¢ es inyectivo, la suma es isomorfa a la suma directa y se dice que la suma es directa.

En este caso, cada m € Y] M; se puede escribir de manera tnica como una suma finita de
el

m; € M;. De hecho, son equivalentes las siguientes afirmaciones para una familia {M;};cs

de submoddulos de M.

a) (:) A4} = E: A4} via ©,
1€l el
b) Para cada m € )] M;, existe una unica familia {m; € M; | i € I} de soporte finito tal
el
que m = > my,
i

¢) M;n Y, M; = {0} para todo i € I.
J#i
(La prueba es andloga a la que se hace para espacios vectoriales).

La nocién de grupo cociente en grupos abelianos se extiende al contexto de A-mddulos. En
efecto, si N € M es un submédulo, como en particular es un subgrupo, se tiene que % es un
grupo abeliano. El siguiente lema asegura que la acciéon de A induce una accién en el cociente.

Lema 0.0.3. Sean M un A-mddulo, N < M un submddulo, a € A,m,m € M. Si
m=m' (méd N) entonces am = am’ (méd N).

Demostracion. En efecto, si m —m’ € N, entonces am — am’ = a(m — m') € N por ser N un

submodulo. 0
A partir del lema, es claro que esta bien definir la operacion - : A x % — %, a-m = am.

Se obtiene una estructura de A-moédulo en el cociente % y un epimorfismo de A-moédulos

N M — %, que verifican la siguiente propiedad universal:



Teorema 0.0.4 (Propiedad universal del cociente). Sea f : M — M’ un morfismo de A-mddulos
y sea N € M un submodulo. Si N < Ker f, entonces existe un inico morfismo f : % — M’ que
hace conmutar el siguiente diagrama:

M—15 M
=
WNJ o
S
M
N

Ademds, se tiene Im f =Im fy Kerf = %

Demostracion. Sabemos que existe un unico morfismo de grupos que hace conmutar el diagrama
y verifica las condiciones en el nicleo y la imagen. Es inmediato verificar que dicho morfismo
preserva la accién. ]

Al igual que en grupos abelianos, se deducen los siguientes resultados conocidos como
teoremas de isomorfismo.

Corolario 0.0.5 (Teoremas de isomorfismo). Sea M un A-modulo.

1. Si f: M — N es un morfismo de A-mddulos, entonces %rf >~ Im f.
2. 8t H K < M son submddulos, entonces % ~ ﬁ

3. Si H<C K < M son dos a dos submddulos, entonces % >~ %

4. Si f+ M — N es un morfismo de A-mddulos, y H < M,K = N son submddulos con
f(H) € K, entonces existe un unico morfismo de A-mddulos f : % — % que hace

conmutar el siguiente diagrama:

emostracion. r m u un isomorfism TUpos. verificar qu

D t Para 1, 2 y 3, ya sabemos que ha; somorfismo de os. Basta verifica e
preserva la accién. Para 4, ya sabemos que hay un tal morfismo de A-mddulos. De nuevo, basta
verificar que preserva la accidn. ]

Teorema 0.0.6. Sean M un mddulo y N < M un submddulo. Existe una correspondencia

biyectiva entre los conjuntos:

M
Fi= {L SV submédulo} y Fo={K < M submédulo | K © N}

que preserva la inclusion.

Demostracion. La prueba del resultado andlogo para grupos puede adaptarse facilmente a este
contexto, usando la proposiciéon 0.0.1. ]



