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Repartido 6: Generalidades de Madulos

1. Sea A un anillo. Probar que “es lo mismo":

= dar un A-médulo a izquierda que un grupo abeliano M y un morfismo de anillos
A — End(M, +,0),

= dar un A-médulo a derecha que un grupo abeliano M y un morfismo de anillos
A" — End(M, +,0).

Deducir que Z no admite estructura de Z,-mddulo, para ningiin n = 2, 3, ... jCuantas estructuras
de Z,-médulo admite Z,,, n,m=2,3,...7

2. (Restriccién de escalares). Sean Ay B anillos, y sea @ : A — B un morfismo de anillos. Si
M es un B-moédulo a izquierda, probar que M también es un A-médulo a izquierda, definiendo
a-m= @(a)m paratodo ac A, me M.

3. En cada caso, dar ejemplos de un médulo M y submédulos N, S,y T tales que

a) N+(SnT)#(N+S)n(N+T).
by Nn(S§+T)#(NnS)+(NnT).
)M=S®TYyN+(NnS)®(NnT).
4. Sea A un anillo. Consideremos A como A-médulo a izquierda con la accién regular.
a) Probar que los morfismos de A-médulos A — A son los morfismos x — xa para todo a € A

fijo. Deducir que A°® ~ End4(A) como anillos.

b) Deducir que el dnico mapa A — A que es morfismo de anillos y de A-médulos a la vez es
la identidad.

¢) Hallar ejemplos de mapas A — A que son morfismos de anillos pero no de médulos; y
ejemplos de mapas A — A no nulos que son morfismos de médulos pero no de anillos.

5. Un médulo S se dice simple si S # {0} y S no tiene submédulos propios.

a) Probar que todo médulo simple es ciclico.

b) Dar un ejemplo de un médulo ciclico que no sea simple. (El ejercicio 7b) da una condicién
necesaria y suficiente para que un médulo ciclico sea simple.)

c¢) Sean M un médulo, y N, S submédulos de M tales que S es simple. Probar que NnS = {0}
oScN.

d) Deducir que dos submédulos simples son iguales o tienen interseccién trivial.

6. Sea A un anillo. Sea M un A-mdédulo a izquierda, y sea S © M un subconjunto no vacio. Se
define el anulador de S como

Ann(S) ={aceA|VseS,a-s=0} Cc A
Si me M, notamos Ann(m) := Ann({m}).

a) Probar que Ann(S) es un ideal izquierdo de A, y si S © M es un submddulo, entonces
Ann(S) es un ideal bilateral.



b) Sea | ideal de A tal que I = Ann(M). Probar que M es un A/I-médulo, con la accién
a-m:=a-mparatodoac A me M.

7. (Mddulos ciclicos). Sea A un anillo.
a) Probar que ﬁ(m) ~ Am como A-médulos a izquierda. Luego todo A-mdédulo ciclico es
cociente de A por un ideal izquierdo.
b) Deducir que Am es simple si y sélo si Ann(m) es un ideal izquierdo maximal en A.
¢) Probar que todo cociente de un A-mddulo ciclico es ciclico.

d) Deducir que todo cociente de A por un ideal izquierdo es un A-médulo ciclico.!
8. Sea A un anillo.

a) Sea I un ideal izquierdo maximal de A, probar que A/l es un A-médulo simple.
b) Probar que si M = Am es simple, entonces existe /| ideal izquierdo maximal de A tal que
M~ A/l

9. Un médulo M se dice indescomponible si M # {0} y M no se puede escribir como suma directa
de submédulos propios. En caso contrario M se dice descomponible.

a) Probar que todo médulo simple es indescomponible.

o

Probar que Z como Z-médulo es indescomponible pero no es simple.

a

Probar que si D es un DIP entonces D es indescomponible como D-médulo.

)
)
)
)

Q

Probar que si M # 0, entonces M es descomponible si y sélo si existe @ € Enda(M) tal que
@2 =@, @ #0, ¢ # id. Observar que una tal @ es una retraccién de M en un submédulo
propio N, es decir cumple @ : M — Ny @(n) = n para todo n € N; el complemento
directo de N resulta ker ¢.

e) DeducirquesiM = S®T y N < M es un submédulo con S = N entonces N = S&(NNT)

(esto muestra que vale la igualdad en 3c¢) cuando S < N).
10. (Lema de Schur). Sea A un anillo.

a) Sean My N dos A-mddulos simplesy @ : M — N un mapa A-lineal. Probar que ¢ =0 o
@ es un isomorfismo.

b) Si M es un médulo simple, probar que Enda(M) es un anillo con divisién. ; Vale el reciproco?

c¢) Consideremos ahora A = C. Probar que si M es simple, entonces Endc(M) ~ C. (Sugeren-
cia: un endomorfismo de un C-espacio vectorial siempre tiene un valor propio.)

11. Un médulo M se dice semisimple si M = 0 o M es suma directa de subméddulos simples.

a) Sea M un médulo y N, P submédulos de M tales que N es simple. Probar que N < P o
NnP=0.

b) Probar que si un médulo es suma de submddulos simples, entonces es semisimple.
Sugerencia: si M =Y., M;, M; simple, tomar J < | maximal? entre los subconjuntos de /
que verifican ., M; es directa. Probar M, < > .., M;, para todo k € /.

12. Se considera Z,, como Z-médulo.

A.

! Juntando a) y d) obtenemos: un A-médulo es ciclico si y sélo si es de la forma A/l para cierto | ideal izquierdo de

2Asumir que existe un tal J, que se prueba aplicando el Lema de Zorn.



a)
b)

c)

Probar que Z,, es simple si y sélo si m = p primo.
Probar que Z,, es indescomponible si y sélo si m = p” con p primo, r > 1.

Probar que Z,, es semisimple si y sélo si m = p; - - - p,, siendo py, ..., p, primos distintos.

13. En este ejercicio probaremos que las propiedades universales del producto directo y de la suma
directa los caracterizan como maddulos.

Sea A un anillo, y sea {M;},c; una familia de A-médulos.

a)

Sea P un A-mddulo, y sea p; : P — M, morfismo de A-médulos para cada i € /. Supongamos
que el par (P, (p;)ies) verifica la propiedad universal del producto. Es decir, que para todo
A-médulo @ y morfismos de A-mddulos f; : Q@ — M;, existe un Unico f : @ — P que hace
conmutar el siguiente diagrama para todo i € [:

Probar que existe un Gnico isomorfismo ¢ : [[ M; — P que hace conmutar el siguiente
iel
diagrama para todo j € I:

[IM —2— P

\/

Sea S un A-médulo, y sea (; : M; — S morfismo de A-mddulos para cada i € /. Supongamos
que el par (S, ((7)es) verifica la propiedad universal de la suma directa. Es decir, que para
todo A-médulo T y morfismos de A-médulos g; : M; — T, existe un Gnico g : S — T que
hace conmutar el siguiente diagrama para todo i € [:

M,;?)S

g
&i ~

T

Probar que existe un dnico isomorfismo { : @@ M; — S que hace conmutar el siguiente
iel
diagrama para todo j € /I:

MJ
RN

i€l

14. Dado K un anillo con divisién, se considera el anillo A = M,(K). Sean {Ej;: i,j=1,...,n}y

{e,- .

i=1,...,n} las bases canénicas de Ay de K", respectivamente.



a) Probar que K" es un A-médulo simple (con la accién dada por el producto usual de matriz
por vector).

b) Probar que para cada j =1,...,n, el conjunto L; = {37 & E;: a1,...,a,€ K} es un
ideal izquierdo de A isomorfo a K” como A-méduloy que A=L; ®---@® L,. Deducir que
A es un A-médulo semisimple. 3

c) Probar que existen Ry, ..., R, ideales derechos simples (como A-médulos a derecha) tales
qQue A=R @ --DR,.

15. Sean A un anillo conmutativo y M un A-médulo.

a) Probar que aM := {am : m € M} es un submédulo de M.
b) Probar que si a € A es nilpotente, entonces M = {0} <= aM = M (éste es un caso
particular del lema de Nakayama).
16. Sea A un anillo, I = A un ideal izquierdo y M un A-médulo. Para cada subconjunto no vacio $
n
de M definimos IS = Za,-m,-: ajel, meS, i=1,...,n, neZ*}.

i=1

a) Probar que para todo S © M no vacio el conjunto /S es un A-submédulo de M.

b) Si ademés | es un ideal bilateral de A, probar que M/IM es un A/I-médulo definiendo
(a+H(m+IM)=am+ IM.

3Hemos probado que M, (K), donde K es un anillo con divisién, es un anillo semisimple (en el sentido de semisimple
como A-médulo sobre simismo). El teorema de Artin-Wedderburn afirma que todo anillo semisimple es producto directo
de finitos anillos de matrices sobre anillos con divisién.



