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Sucesiones exactas cortas

Notas adaptadas por Mariana Haim para el curso “Anillos y Médulos” 2021.

Durante todo el capitulo A denotard un anillo cualquiera.

0.1. Swucesiones exactas cortas

Definicion 0.1.1. Sean My, My, M3 A-mddulos, ©1, s morfismos de A-modulos.

. ©1 P2 . .
Decimos que 0 My My M3 0 es una sucesién exacta corta (de A-médulos)
si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

= 1 es un monomorfismo,
= (9 es un epimorfismo,
» Im 1 = Ker po.

Ejemplos 0.1.1. 1. Dados M un A-médulo y N < M un submddulo,

0 N¢ M—"= M/N——0
es una sucesion exacta corta.

2. Més en general, si ¢ : M7 — My es un morfismo de A-médulos, entonces

)

0 —— Ker ¢© M,y Im ¢ 0
es una sucesién exacta corta.

3. Sean My, My dos A-médulos y ¢ : My — My @ Mo, p : My @ My — M> la inyeccién y la
proyeccién candnica respectivamente. Entonces

D
0—— M %M1®M2—>M2*>0
es una sucesion exacta corta.

Lema 0.1.1 (Lema de los tres). ! Consideremos el siguiente diagrama conmutativo cuyas filas
son sucesiones exactas cortas:

0 M—f2 NV ,p 0
|l ]
0 M- N pr 0

1. Si a y v son inyectivas, entonces B es inyectiva.

2. St a y v son sobreyectivas, entonces B es sobreyectiva.

!Este lema se generaliza al que se conoce como lema de los cinco.



3. St a y v son isomorfismos, entonces 8 es un isomorfismo.

Demostracién. 2

1. Sean € N tal que B(n) = 0.
0=19'(8(n)) =~(s(n))

por conmutatividad del cuadrado derecho. Luego ¥ (n) = 0 pues 7 es inyectiva. Entonces
n € Kerty = Im ¢ por exactitud de la fila de arriba. Por lo tanto existe m € M tal que
p(m) = n.

0=B(n) = Ble(m)) = ¢'(a(m))
por conmutatividad del cuadrado izquierdo. Luego a(m) = 0 pues ¢’ es inyectiva. Entonces
m = 0 pues « es inyectiva, de donde ¢(m) = n = 0. En conclusién, § es inyectiva.

2. Sea n’ € N'. Se tiene que ¢'(n') € P’, luego como ~ es sobreyectiva, existe p € P tal que
~v(p) = ¢'(n’). Como 1) es sobreyectiva, existe n € N tal que ¢(n) = p. Considero 5(n) —n':

¥(B(n) —n') = ¢'(B(n)) — ' (n') = 7((n)) = ¢'(n') = v(p) —¢¥'(n) = 0

por conmutatividad del cuadrado derecho. Entonces S(n) — n’ € Kery/ = Im ¢’ por
exactitud de la fila de abajo. Por lo tanto existe m’ € M’ tal que ¢'(m’) = 5(n) —n’. Como

« es sobre, existe m € M tal que a(m) = m/.

por conmutatividad del cuadrado izquierdo, luego n’ = B(n — p(m)), y n’ € Im . En
conclusién, 8 es sobreyectiva.

3. Es consecuencia directa de las dos partes anteriores. ]
Definicién 0.1.2. = Dos sucesiones exactas cortas 0 M-—25N v P 0y
0 MmN Y p 0 son isomorfas si existe un diagrama conmutativo
0 M- N-"sp—0
| o
0—— M 5 N -2 P50

con «, B y «v isomorfismos.

= Dos sucesiones exactas cortas 0 M-—25N 4 P 0 y
0 M d N’ L P 0 son equivalentes si existe un isomorfismo 5 : N — N’
que hace conmutar el siguiente diagrama:

0— M- N-—"3pP 0
wi| o e
0— MNP o

2Esta demostracién es un ejemplo arquetipico de diagram chasing.



Observacion 0.1.1. Toda sucesion exacta corta 0 M-—Y25N i P 0 es isomorfa
a una como la del ejemplo 0.1.1.1: en efecto,
0 M- NV ,p 0
0 Im € N—-5 N/Im ¢ ——0
Proposicién 0.1.2. Consideremos una sucesion exacta corta 2 : 0 M—25N i P 0
Son equivalentes:
1. Existe un morfismov: P — N tal que Ypov =id p, 0 M2 Nr i P 0
2. Eziste un morfismon: N — M tal que nop =id s, 0 MF 4 N i P 0

3. La sucesion E es equivalente a la sucesion exacta corta 0 —— M M @P PP 0.
Es decir, existe un isomorfismo 8 : N — M @ P que hace conmutar el siguiente diagrama:

0o—sM—* sN—Y . p_ 0

ol

0— M- MopP- 3P0

Demostracion. (1 = 3) Tenemos v : P — N tal que ¥ o v = id p. La propiedad universal de
la suma directa nos dice que existe un dnico é : M @ P — N que hace conmutar el siguiente

diagrama:
LM

MG—)P<—P

A

En vista del lema 0.1.1, § debe ser un isomorfismo. El isomorfismo 3 buscado es § 1.

(2 = 3) Tenemos 1 : N — M tal que no ¢ = id py. Como la suma directa y el producto
directo coinciden para un conjunto de indices finito, podemos usar la propiedad universal del
producto directo. Por lo tanto, existe una tnica 8 : N — M @ P que hace conmutar el siguiente
diagrama:

M pmeor- 2 p

N

Por el lema 0.1.1, 8 es el isomorfismo buscado.
(3 =1) Sea v = 37! o 1p. Entonces, por conmutatividad del cuadrado derecho:
Ypov=npofBofltowp=mnpoip=ridp
(3 = 2) Sea v = mys o B. Entonces, por conmutatividad del diagrama izquierdo,

nop=myofop=mpyoily =idy =



Observacion 0.1.2. 1. La condicién 3 no sélo expresa que N = M@ P, sino que el isomorfismo
hace conmutar dos cuadrados, lo cual es més fuerte (ver ejercicio 7 del préctico 7).

(

2. De la demostracién de (1 = 3) se desprende que, si 0 M5 N

T

P 0
es una sucesién exacta corta que “se escinde via v”, entonces tenemos que el morfismo
d: M @P — N definido por §(m,p) = ¢(m) + v(p) es un isomorfismo. Ademés Im ¢ @
Imv=N,elmvx=P.

Anéloga observacién vale para la escision via n.

Definicion 0.1.3. Diremos que una sucesién exacta corta se escinde si satisface la proposicién
anterior.

Ejemplo 0.1.1. Toda sucesion exacta corta F : 0 M—24N 4 L 0, con L libre

se escinde. En efecto, alcanza con definir v en una base de L y, usando la propiedad universal
para moédulos libres, extenderla a L.
En particular, toda sucesion exacta corta de espacios vectoriales se escinde.




