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Teorema local de De Moivre-Laplace

Teorema

I Consideremos una serie de n experimentos
independientes, con probabilidad de éxito en cada
experimento igual a p (0 < p < 1), q = 1− p.

I Sean Pn(m) la probabilidad de obtener m éxitos en n
experimentos,

I Sea x = xn,m = m−np√
npq .

Entonces, tiene lugar la convergencia
√

npqPn(m)
1√
2π

e−x2/2
→ 1, si n→∞, (1)

uniformemente en el conjunto de los valores de m tales que
|xn,m| ≤ C, donde C es una constante arbitraria.



Enunciado alternativo

Una manera alternativa de escribir la convergencia que tiene
lugar en (15), es

sup
∣∣∣√npqPn(m)

e−x2/2/
√

2π
− 1
∣∣∣→ 0, si n→∞,

donde el supremo se toma en el conjunto de valores de m tales
que |xn,m| ≤ C.



Demostracion

La demostración se basa en la distribución binomial y en la
fórmula de Stirling. En vista de la definición de x , tenemos

m = np + x
√

npq, (2)
n −m = nq − x

√
npq. (3)

Estas fórmulas, y la condición |xn,m| ≤ C, implican que m→∞
y n −m→∞ cuando n→∞.



De la fórmula binomial, se obtiene, que

Pn(m) =

(
n
n

)
pmqn−m =

n!
m!(n −m)!

pmqn−m.

Escribimos la fórmula de Stirling como

n! = nne−n
√

2πn(1 + αn),

donde
αn → 0 (n→∞),



Sustituyendo, obtenemos

Pn(m) =
nne−n

√
2πn(1 + αn)

mme−m
√

2πm(1 + αm)

× 1
(n −m)n−me−n+m

√
2π(n −m)(1 + αn−m)

× pmqn−m,

Primero observamos que los e se cancelan. Agrupando los
errores (los α)



Entonces

Pn(m) =
nn
√

2πn
(n −m)n−m

√
2π(n −m)mm

√
2πm

× pmqn−m (1 + αn)

(1 + αm)(1 + αn−m)

=
nn+1/2 pmqn−m

√
2π(n −m)n−m+1/2mm+1/2

(1 + βn,m)

donde
βn,m =

1 + αn

(1 + αm)(1 + αn−m)
− 1.



Seguimos:

Pn(m) =
nn+1/2 pmqn−m

√
2π(n −m)n−m+1/2mm+1/2

(1 + βn,m)

=
nm+1/2 nn−m+1/2 pm+1/2qn−m+1/2√

2πnpq (n −m)n−m+1/2 mm+1/2
(1 + βn,m)

=
1√

2πnpq

(np
m

)m+ 1
2
( nq

n −m

)n−m+ 1
2
(1 + βn,m).



Recordemos el enunciado:
√

npqPn(m)
1√
2π

e−x2/2
→ 1, si n→∞,

Llegamos a

Pn(m) =
1√

2πnpq

(np
m

)m+ 1
2
( nq

n −m

)n−m+ 1
2
(1 + βn,m).

Primero vemos que
βn,m → 0,

cuando n→∞, uniformemente, en el conjunto de los valores
de m tales que |xn,m| ≤ C.



En efecto, tenı́amos

x = xn,m =
m − np
√

npq
, |xn,m| ≤ C.

De aquı́

m = np + x
√

npq,
n −m = nq − x

√
npq,

lo que obliga a m→∞ y n −m→∞ si n→∞. Como

βn,m =
1 + αn

(1 + αm)(1 + αn−m)
− 1.

obtenemos βn,m → 0 si n→∞.



Es conveniente reescribir la fórmula anterior, como√
2πnpqPn(m) =

( m
np

)−(m+1/2)(n −m
nq

)−(n−m+1/2)
(1 + βn,m).

De las expresiones (2) y (3) se obtiene, que

m
np

= 1 + x
√

q
np
,

n −m
nq

= 1− x
√

p
nq
.

Ası́ aparece la x en la fórmula:



√
2πnpqPn(m) = Tn,m(1 + βn,m), (4)

donde el término Tn,m está dado por

Tn,m =
(

1 + x
√

q
np

)−(m+1/2)(
1− x

√
p

nq

)−(n−m+1/2)
.

Resta tomar logaritmos naturales y aplicar (dos veces) el
desarrollo de Taylor. se tiene

ln Tn,m = −(m+1/2) ln
(

1+x
√

q
np

)
−(n−m+1/2) ln

(
1−x

√
p

nq

)
.

(5)



Nos queda demostrar que

ln Tn,m = −x2/2 + rn,m

y ahı́ aparece la exponencial: equivale a

Tn,m = e−x2/2ern,m

donde rn,m → 0 (n→∞) uniformemente.

Recordemos una vez mas el enunciado:
√

npqPn(m)
1√
2π

e−x2/2
→ 1, si n→∞,



Utilizamos entonces el desarrollo de Taylor de la función
ln(1 + u), en el punto u = 0, que establece que

ln(1 + u) = u − u2

2
+ θu3, si |u| < 1/2.

Poniendo u = x
√

q
np en el primer sumando en (5), y

u = −x
√

p
nq en el segundo, y teniendo en cuenta (2) y (3),

resulta

ln Tn,m = −(np + x
√

npq + 1/2)
(

x
√

q
np
− x2q

2np
+ θ1

(
x
√

q
np

)3)
− (nq − x

√
npq + 1/2)

(
− x

√
p

nq
− x2p

2nq
+ θ2

(
x
√

p
nq

)3)
donde |θ1| < 3, |θ2| < 3, para todo n suficientemente grande.



¡Tenemos 18 términos!

Lo importante es entender el tamaño de cada uno.

I Hay dos términos de orden
√

n, pero son opuestos: se
cancelan

−np x
√

q
np

y (−nq)
(
−x
√

p
nq

)

I Hay cuatro términos de orden constante (se cancela el n):

−x2q +
x2q
2
− x2p +

x2p
2

= −x2

2
.

I Todos los demás términos tienden a cero.



En resumen

ln Tn,m = −x
√

npq + x
√

npq

− x2q +
x2q
2
− x2p +

x2p
2

+ rn,m

= −x2

2
+ rn,m,

donde |rn,m| ≤ C0/
√

n, con C0 una constante que depende
únicamente de p,q y C.



Sustituyendo en√
2πnpqPn(m) = Tn,m(1 + βn,m),

obtenemos √
2πnpqPn(m) = e−x2/2ern,m(1 + βn,m),

que escrita en forma similar al enunciado del teorema, es
√

npqPn(m)
1√
2π

e−x2/2
= ern,m(1 + βn,m),

Como βm,n y rn,m convergen uniformemente a cero, en el
conjunto de los valores de m tales que |xm,n| ≤ C, la
demostración está terminada (RH)1.

1Respiramos hondo



Algunas consecuencias

En vista del teorema recién demostrado, se obtiene, que para n
suficientemente grande, tiene lugar la identidad aproximada

Pn(m) ≈ 1
√

npq
ϕ
(m − np
√

npq

)
,

donde
ϕ(x) =

1√
2π

e−x2/2.

La función ϕ(x) se denomina densidad normal, o también
campana de gauss.



Aplicación
Con esta aproximación, estamos ahora en condiciones de
calcular (aproximadamente) la probabilidad

P10 000(230) =
(

10 000
230

)
p230q9770

de un ejemplo anterior. Tenemos

I p = 0,02

I q = 1− p = 0,98,

I El x es
x =

m − np
√

npq
=

230− 200
14

= 2,14.

Entonces

P10000(230) ≈ 1
14
ϕ(2.14) =

1
14
× 0,0404 = 0,0029.



Figura: ¡Que pasen lindo!
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