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0.1. Algo más sobre módulos libres

Definición 0.1.1. El A-módulo libre generado por un conjunto S es LApSq “
À

iPS

Ai donde

Ai “ A para todo i P S, considerado como A-módulo con la acción regular. Expĺıcitamente,

LApSq “ tf : S Ñ A : f función, soppfq finitou

Observación 0.1.1. 1. Si A no es el anillo trivial y s P S, la función indicatriz de s es

χsptq : S Ñ A, definida como χsptq “

#

1 si t “ s

0 si t ‰ s
. Observar que χs P LApSq y que la

función S Ñ LApSq, s ÞÑ χs es inyectiva, luego podemos pensar S Ă LApSq.

2. Dado f P LApSq, se tiene que f “
ř

iPS

fpiqχi “
ř

iPS

fpiqi donde en la última igualdad ya

hicimos la identificación recién descrita.

Esto muestra que S (formalmente, la copia de S en LApSq) es generador de LApSq como
A-módulo.

3. Además S es linealmente independiente:

n
ÿ

i“1

aiχi “ 0 ðñ

n
ÿ

i“1

aiχipjq “ 0 @j P S ðñ ai “ 0 @i “ 1, . . . , n

Por lo tanto LApSq es un A-módulo libre con base S, justificando su denominación.

Corolario 0.1.1. Todo A-módulo M es cociente de uno libre.

Demostración. Sean M un A-módulo y S Ď M un generador de M (por ejemplo S “ M).
Entonces por la propiedad universal del A-módulo libre con base S, existe una única ϕ que hace
conmutar el siguiente diagrama:

S� _

��

� � inc //M

LApSq

ϕ

;;

Es decir, ϕpsq “ s para todo s P S. Se tiene que ϕ es sobreyectiva, pues dado m PM ,

m “

k
ÿ

i“1

aisi “
k
ÿ

i“1

aiϕpsiq “ ϕ

˜

k
ÿ

i“1

aisi

¸

Por lo tanto M »
LApSq
kerϕ .
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0.2. Producto tensorial

El producto tensorial es una construcción que permite llevar el álgebra multilineal al con-
texto lineal. Más en concreto, el producto tensorial de A-módulos permite pensar funciones
A-bilineales (y más en general A-multilineales) como funciones A-lineales (es decir, como mor-
fismos de A-módulos).

Asumiremos para el resto del caṕıtulo que A es conmutativo.

Definición 0.2.1. Sean A un anillo conmutativo, M y N dos A-módulos. El producto tensorial
entre M y N se define como el A-módulo

M bA N :“
LApM ˆNq

T

donde T es el submódulo de LApM ˆNq generado por los elementos

1) pam, nq ´ apm,nq,

2) pm, anq ´ apm,nq,

3) pm,nq ` pm,n1q ´ pm,n` n1q,

4) pm,nq ` pm1, nq ´ pm`m1, nq,

donde m,m1 PM,n, n1 P N, a P A.
Notamos m b n a la clase de pm,nq y llamamos a estos elementos tensores elementales.

Además, definimos θ : M ˆN ÑM bA N como θpm,nq :“ mb n para todo m PM , n P N . Es

decir, θ es la composición M ˆN �
�

// LApM ˆNq
π //M bA N .

Observación 0.2.1. 1. Todo elemento de M bA N es suma finita de tensores elementales: en
efecto, si x PM bA N , entonces:

x “ π

˜

r,s
ÿ

i,j“1

aijpmi, njq

¸

“ π

˜

r,s
ÿ

i,j“1

aijιpmi, njq

¸

“

r,s
ÿ

i,j“1

aijθpmi, njq

“

r
ÿ

i“1

s
ÿ

j“1

aijmi b nj
2q
“

r
ÿ

i“1

s
ÿ

j“1

mi b paijnjq
4q
“

r
ÿ

i“1

mi b

:“n1
iPN

˜

s
ÿ

j“1

aijnj

¸

“

r
ÿ

i“1

mi b n
1
i

En particular, si ϕ,ψ : M bA N Ñ U son morfismos de A-módulos, entonces se cumple
que ϕ “ ψ si y sólo si ϕpmb nq “ ψpmb nq para todo m PM,n P N .

2. No es cierto que todo elemento de M bA N sea de la forma m b n (ver ejercicio 2 del
práctico 9).

3. Los tensores elementales no son linealmente independientes. En efecto, se tiene por ejemplo
mb n`mb n1 “ mb pn` n1q.

4. 0M b n “ 0MbAN “ mb 0N para todo m PM,n P N .
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5. El submódulo T puede ser muy grande; más aún, puede ser todo LApMˆNq como muestra
el siguiente ejemplo:

Z2 bZ Z3 “ t0u

En efecto, 1̄ b 1̂ “ 1̄ b p4 ¨ 1̂q “ 4 ¨ p1̄ b 1̂q “ p4 ¨ 1̄q b 1̂ “ 0̄ b 1̂ “ 0, y por lo tanto
m̄b n̂ “ pm ¨ 1̄q b pn ¨ 1̂q “ mn ¨ p1̄b 1̂q “ 0 para todo m̄ P Z2, n̂ P Z3.

6. La noción de producto tensorial puede generalizarse a anillos no conmutativos, pero se
hace en el contexto en que M es un A-módulo a derecha y N es un A-módulo a izquierda.
En este caso el producto tensorial resulta apenas un grupo abeliano, a menos que M o N
tengan más estructura.

Definición 0.2.2. Sean A un anillo, M,N,U tres A-módulos y b : M ˆ N Ñ U una función.
Decimos que b es A-bilineal si es lineal en cada variable; es decir, si se verifican las siguientes
condiciones:

bpam`m1, nq “ abpm,nq ` bpm1, nq,

bpm, an` n1q “ abpm,nq ` bpm,n1q,

para todo m,m1 PM,n, n1 P N, a P A.

A continuación vemos la propiedad universal del producto tensorial. Informalmente, ésta dice
que para definir un mapa A-lineal M bAN Ñ U , basta definir un mapa A-bilineal M ˆN Ñ U .
Como siempre, no es dif́ıcil probar que la propiedad universal caracteriza al objeto a menos de
isomorfismo. Por lo tanto, es práctico cuando se trata con el producto tensorial usar siempre su
propiedad universal, no apelando por lo general a su definición, que si bien es natural, puede
ser un poco enrevesada para manipular.

Teorema 0.2.1 (Propiedad universal del producto tensorial). Sean A un anillo conmutativo y
M,N,U tres A-módulos. Para cada función A-bilineal b : M ˆN Ñ U existe un único morfismo
de A-módulos b̃ : M bA N Ñ U que hace conmutar el siguiente diagrama:

M ˆN

θ
��

b // U

M bA N
b̃

::

Demostración. Llamemos ι : M ˆN Ñ LApM ˆNq a la inclusión. Por la propiedad universal
de los módulos libres, existe b1 : LApM ˆ Nq Ñ U tal que b1pm,nq “ bpm,nq para todo
m PM,n P N , es decir b1 ˝ ι “ b.

Ahora bien, es fácil ver que las condiciones de bilinealidad de b implican que T Ď Ker b1
y por tanto, por la propiedad universal del cociente, b1 induce un morfismo de A-módulos
b̃ : M bA N Ñ U tal que b̃ ˝ π “ b1.

M ˆN
b //

� _

ι

��

θ

$$

U

LApM ˆNq

b1

66

π

��

M bA N

b̃

==
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Observando que, por construcción, b̃ ˝ θ “ b̃ ˝ π ˝ ι “ b1 ˝ ι “ b, se tiene que b̃ es el morfismo
buscado.

Para ver la unicidad: si existe h : M bA N Ñ U tal que h ˝ θ “ b, entonces como cualquier
elemento de M bA N es suma de tensores elementales,

h

˜

r
ÿ

i“1

mi b ni

¸

“

r
ÿ

i“1

hpmi b niq “
r
ÿ

i“1

bpmi, niq

de donde h está uńıvocamente determinada por b.

La siguiente proposición es una aplicación de la propiedad universal que permite generar
algo que podŕıamos llamar (y formalmente aśı se llama) productos tensoriales de morfismos de
A-módulos.

Proposición 0.2.2. Sean ϕ : M Ñ N,ψ : P Ñ Q morfismos de A-módulos. Existe un único
morfismo ϕb ψ : M bA P Ñ N bA Q que hace conmutar el siguiente diagrama:

M ˆ P
ϕˆψ

//

θ1
��

N ˆQ

θ2
��

M bA P
ϕbψ

// N bA Q

donde ϕˆψ : MˆP Ñ NˆQ se define como ϕˆψpm, pq “ pϕpmq, ψppqq para todo m PM,p P P .

Demostración. Queda a cargo del lector probar que θ2 ˝pϕˆψq : MˆP Ñ NbAQ es A-bilineal.
El resultado se deduce entonces de la propiedad universal del producto tensorial. La función
resultante queda definida por pϕb ψqpmb nq “ ϕpmq b ψpnq,@m PM,n P N .

Observación 0.2.2. No es dif́ıcil verificar que esta operación cumple las siguientes propiedades:

idM b idN “ idMbAN ,

Dados f, g, f 1, g1 morfismos de A-módulos como abajo, el diagrama de la derecha conmuta:

M

f

��

M 1

f 1

��

M bAM
1

pg˝fqbpg1˝f 1q

zz

fbf 1

��

N

g

��

N 1

g1

��

N bA N
1

gbg1

��

P P 1 P bA P
1

La siguiente proposición lista propiedades “buenas” del producto tensorial; afirma que es
esencialmente (a menos de isomorfismos) asociativo, conmutativo, que tiene neutro y que es
distributivo respecto de la suma directa.

Proposición 0.2.3. Sean A un anillo conmutativo y M,N,P A-módulos. Entonces

1. pM bA Nq bA P –M bA pN bA P q,

2. M bA N – N bAM ,

3. M bA A – AbAM –M ,
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4. M bA pN ‘ P q – pM bA Nq ‘ pM bA P q.

Demostración. La estrategia para probar estos isomorfismos es siempre la misma: construir con
la propiedad universal un morfismo, y análogamente se construye un morfismo en el otro sentido
que resulta ser su inversa.

1. Para cada p P P , la función Fp : M ˆ N Ñ M bA pN bA P q definida por Fppm,nq “
mbpnbpq es A-bilineal y por lo tanto induce un morfismo de A-módulos, F̂p : MbAN Ñ

M bA pN bA P q de A-módulos.

Por otra parte, la función F : pM bA Nq ˆ P Ñ M bA pN bA P q definida como
F pmb n, pq “ F̂ppmb nq es A-bilineal y por lo tanto induce un morfismo de A-módulos
F̃ : pM bA Nq bA P Ñ M bA pN bA P q que resulta ser un isomorfismo (su inversa se
define análogamente).

pM bA Nq ˆ P

θ
��

F //M bA pN bA P q

pM bA Nq bA P
F̃

55

Observar que es F̃ ppmb nq b pq “ mb pnb pq.

2. La función τ : M ˆN Ñ N bAM definida por τpm,nq “ nbm es A-bilineal y por tanto
induce un morfismo τ̃ : M bAN Ñ N bAM de A-módulos que resulta ser un isomorfismo
(su inversa se define análogamente).

Observar que es τ̃pmb nq “ nbm.

3. La función b : M ˆ A Ñ M , definida por bpm, aq “ am es A-bilineal y por tanto induce
un morfismo b̃ : M bA AÑM de A-módulos que resulta ser un isomorfismo (con inversa
que lleva m PM en mb 1A).

Observar que es b̃pmb aq “ am.

4. La función f : M ˆ pN ‘ P q Ñ pM bA Nq ‘ pM bA P q, fpm,n` pq “ pm,nq ` pm, pq es
A-bilineal y por tanto induce un morfismo f̃ : M bA pN ‘ P q Ñ pM bA Nq ‘ pM bA P q
de A-módulos.

Observar que es f̃pmb pn, pqq “ pmb n,mb pq.

Por otro lado, las funciones g1 : M ˆN ÑM bA pN ‘P q y g2 : M ˆP ÑM bA pN ‘P q
definidas por g1pm,nq “ m b n, g2pm, pq “ m b p son A-bilineales y por tanto inducen
morfismos ĝ1 : M bAN ÑM bA pN ‘P q y ĝ2 : M bA P ÑM bA pN ‘P q de A-módulos.

A partir de éstos se construye, con la propiedad universal de la suma directa, un morfismo
de A-módulos G : pM bANq‘ pM bA P q ÑM bA pN ‘P q que resulta ser el inverso de f̃ .

M bA N

ĝ1 ))

// pM bA Nq ‘ pM bA P q

G
��

M bA Poo

ĝ2uu

M bA pN ‘ P q

Observar que es Gpmb n,m1 b pq “ mb pn, 0q `m1 b p0, pq.

Observación 0.2.3. En realidad hemos probado que el producto tensorial es distributivo respecto
de sumas directas finitas. Análogamente se prueba que existen isomorfismos
p
À

Miq bA P
–
ÝÑ

À

pMi bA P q y M bA p
À

Piq
–
ÝÑ

À

pM bA Piq.
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Si bien los tensores elementales no son linealmente independientes, se puede probar que a
partir de bases de M y N se construye una base (formada por tensores elementales) de M bAN .

Proposición 0.2.4. Sean M y N dos A-módulos libres con bases respectivas B “ tbiuiPI ,
B1 “ tb1jujPJ . Entonces:

M bA N es libre,

X “ tbi b b
1
j | i P I, j P Ju es base de M bA N .

Demostración. Probaremos directamente la segunda afirmación (de la cual se deduce la primera).
Veamos primero que X genera M bA N .

Todo elemento u PM bAN es de la forma u “
K
ř

k“1

mkbnk. Ahora bien, para cada k se tiene

mk “
ř

i
λkibi, nk “

ř

j
µkjb

1
j , donde ambas sumas involucran una cantidad finita de elementos

(los coeficientes no nulos son sólo una cantidad finita). Por lo tanto:

u “
ÿ

k,i,j

λkiµkjbi b b
1
j .

de donde X es generador de M bA N .
Veamos que X es linealmente independiente. Tenemos M “

À

iAbi, N “
À

j Ab
1
j . Entonces

por la observación 0.2.3, M bA N –
À

i,j

´

Abi bA Ab
1
j

¯

.

Además Abi bA Ab
1
j – AbA A – A, mediante bi b b

1
j ÞÑ 1b 1 ÞÑ 1 ¨ 1 “ 1.

Se tiene entonces que M bAN »
À

i,j A y X se corresponde con la base canónica de
À

i,j A
mediante el isomorfismo. Por lo tanto como un isomorfismo lleva bases en bases, debe ser X
una base de M bA N .

El siguiente corolario es inmediato.

Corolario 0.2.5. Si M y N son libres, rgpM bA Nq “ rgpMq rgpNq.

Corolario 0.2.6. Si V y W son k-espacios vectoriales y v P V,w PW son no nulos, entonces
v b w ‰ 0.

Demostración. Como los conjuntos tvu y twu son linealmente independientes en V y W respec-
tivamente, se extienden a bases. El elemento vbw forma parte entonces de una base de V bkW
y en particular es no nulo.
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