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0.1. Algo mas sobre médulos libres

Definicién 0.1.1. El A-mddulo libre generado por un conjunto S es La(S) = @ A; donde
€S

A; = A para todo i € S, considerado como A-médulo con la accién regular. Explicitamente,

Ls(S)={f:9— A: f funcidn, sop(f) finito}

Observacion 0.1.1. 1. Si A no es el anillo trivial y s € S, la funcién indicatriz de s es
1 sit=
Xs(t) : S — A, definida como X,(t) = {0 S? L ® . Observar que X5 € L4(5) y que la
si s

funciéon S — L4(5), s — Xs es inyectiva, luego podemos pensar S < L4(S).
2. Dado f € L(S), se tiene que f = > f(i)X; = >, f(i)i donde en la tltima igualdad ya

€S €S
hicimos la identificacion recién descrita.

Esto muestra que S (formalmente, la copia de S en L4(S)) es generador de L4(S) como
A-médulo.

3. Ademsds S es linealmente independiente:

Zaixiz() — EaiXi(j)z() VjieS < a;=0 Vi=1,...,n
i=1

Por lo tanto L4(S) es un A-mdédulo libre con base S, justificando su denominacién.
Corolario 0.1.1. Todo A-mddulo M es cociente de uno libre.

Demostracion. Sean M un A-médulo y S € M un generador de M (por ejemplo S = M).
Entonces por la propiedad universal del A-mdédulo libre con base S, existe una unica ¢ que hace
conmutar el siguiente diagrama:

SC——— M

inc
T

LA(S.)J“

Es decir, ¢(s) = s para todo s € S. Se tiene que ¢ es sobreyectiva, pues dado m € M,

k k k
m= Y asi = Y aip(si) = ¢ (2 az‘é’z‘)
i1 i=1

=1

- La(s)
Por lo tanto M ~ ngP . O



0.2. Producto tensorial

El producto tensorial es una construccion que permite llevar el algebra multilineal al con-
texto lineal. Méas en concreto, el producto tensorial de A-mddulos permite pensar funciones
A-bilineales (y més en general A-multilineales) como funciones A-lineales (es decir, como mor-
fismos de A-médulos).

Asumiremos para el resto del capitulo que A es conmutativo.

Definicion 0.2.1. Sean A un anillo conmutativo, M y N dos A-mddulos. El producto tensorial
entre M y N se define como el A-médulo

La(M x N)

M N :=
XA T
donde T es el submédulo de La(M x N) generado por los elementos

1) (am,n) —a(m,n),

[\)

) (

) (m,an) —a(m,n),

3) (m,n) + (m,n’) — (m,n +n'),
4) (m,n) + (m’,n) — (m +m',n),

donde m,m’ € M,n,n’ € N,a € A.
Notamos m ® n a la clase de (m,n) y llamamos a estos elementos tensores elementales.
Ademés, definimos 6 : M x N — M ®4 N como 6(m,n) := m®n para todo me M, ne N. Es

decir, 0 es la composicion M x N—— L4(M x N) —/— M ®4 N .

Observacion 0.2.1. 1. Todo elemento de M ®4 N es suma finita de tensores elementales: en
efecto, si z € M ® 4 N, entonces:

xT=" ( 2 aij(mi,nj)> = ( Z aijb(mijnj)> = 2 a;j0(m;, nj)

Q=1 ij=1 ij=1
==nleN
' S T S 'S—|
= Z a;jm; @n; = Z Z m; @ (a;jn;) ) Z m; ® (Z azjnj>
i=175=1 i=1j5=1 =1 j=1

En particular, si ¢,1 : M ®4 N — U son morfismos de A-moddulos, entonces se cumple
que ¢ =1 siy sélo si p(m®@n) =1P(m ®n) para todo me M,n e N.

2. No es cierto que todo elemento de M ®4 N sea de la forma m ® n (ver ejercicio 2 del
préactico 9).

3. Los tensores elementales no son linealmente independientes. En efecto, se tiene por ejemplo
mn+men =m® (n+n').

4. 0py ®n = O0yg, v = Mm@ Oy para todo me M,ne N.



5. El submédulo T' puede ser muy grande; més ain, puede ser todo L 4(M x N) como muestra
el siguiente ejemplo:
Lo ®gz, L3 = {0}

®@A-1)=4-1®1) =4 -1)®1=0®1 =0,y por lo tanto

A

En efecto, I®1 =1
m-1)®(n-1) =mn-(1®1) = 0 para todo m € Zo, i € Zs.

men = (

6. La nocién de producto tensorial puede generalizarse a anillos no conmutativos, pero se
hace en el contexto en que M es un A-mdédulo a derecha y N es un A-mddulo a izquierda.
En este caso el producto tensorial resulta apenas un grupo abeliano, a menos que M o N
tengan mas estructura.

Definicion 0.2.2. Sean A un anillo, M, N,U tres A-médulos y b: M x N — U una funcién.
Decimos que b es A-bilineal si es lineal en cada variable; es decir, si se verifican las siguientes
condiciones:

» b(am +m/,n) = ab(m,n) + b(m', n),
» b(m,an +n') = ab(m,n) + b(m,n’),
para todo m,m' € M,n,n’ € N,a € A.

A continuacién vemos la propiedad universal del producto tensorial. Informalmente, ésta dice
que para definir un mapa A-lineal M ® 4 N — U, basta definir un mapa A-bilineal M x N — U.
Como siempre, no es dificil probar que la propiedad universal caracteriza al objeto a menos de
isomorfismo. Por lo tanto, es practico cuando se trata con el producto tensorial usar siempre su
propiedad universal, no apelando por lo general a su definicién, que si bien es natural, puede
ser un poco enrevesada para manipular.

Teorema 0.2.1 (Propiedad universal del producto tensorial). Sean A un anillo conmutativo y
M, N,U tres A-mddulos. Para cada funcion A-bilineal b: M x N — U eziste un unico morfismo
de A-modulos b: M ®4 N — U que hace conmutar el siquiente diagrama:

MxN— .U

‘l
0
b

M@AN

Demostracion. Llamemos ¢ : M x N — Ls(M x N) a la inclusién. Por la propiedad universal
de los médulos libres, existe by : La(M x N) — U tal que bi(m,n) = b(m,n) para todo
me M,ne N, es decir by or = b.

Ahora bien, es facil ver que las condiciones de bilinealidad de b implican que T < Ker by
y por tanto, por la propiedad universal del cociente, b; induce un morfismo de A-mdédulos
5:M®AN—>UtalqueBo7r:b1.




Observando que, por construccién, bof = bomwor = by ot = b, se tiene que b es el morfismo
buscado.

Para ver la unicidad: si existe h : M ®4 N — U tal que h o § = b, entonces como cualquier
elemento de M ®4 N es suma de tensores elementales,

h (i m; ®n¢> = i h(m; ® n;) = zr: b(mg, n;)
i=1 i=1 i=1

de donde h estd univocamente determinada por b. O

La siguiente proposicion es una aplicacién de la propiedad universal que permite generar
algo que podriamos llamar (y formalmente asi se llama) productos tensoriales de morfismos de
A-mddulos.

Proposicién 0.2.2. Sean ¢ : M — N,y : P — @ morfismos de A-mddulos. Existe un unico
morfismo o @Y : M ®4 P —> N ®4 Q que hace conmutar el siguiente diagrama:

MxP-2Y N xQ

| Je

X
MesP P N®LQ

donde px1 : M x P — N x@Q se define como px1p(m,p) = (p(m), ¥ (p)) para todom € M,p € P.

Demostracion. Queda a cargo del lector probar que 30 (@ x 1) : M x P - N®4Q es A-bilineal.
El resultado se deduce entonces de la propiedad universal del producto tensorial. La funcién
resultante queda definida por (¢ ® ¥)(m ®n) = p(m) ®Y(n),Yme M,ne N. O

Observacion 0.2.2. No es dificil verificar que esta operacién cumple las siguientes propiedades:
v id y ®id y =id yg,N,

= Dados f, g, f’, ¢’ morfismos de A-mdédulos como abajo, el diagrama de la derecha conmuta:

M M’ M@y M’

N

N N’ N®a N (gof)®of")
gl g’J g®g’J(

P P PRy P

La siguiente proposicion lista propiedades “buenas” del producto tensorial; afirma que es
esencialmente (a menos de isomorfismos) asociativo, conmutativo, que tiene neutro y que es
distributivo respecto de la suma directa.

Proposicion 0.2.3. Sean A un anillo conmutativo y M, N, P A-mdédulos. Entonces
1. (M@AN)@)AP; M@A(N®AP),
2. M4 N=N®sg M,

S MROpA>2ARQq M =~ M,



). M@s(NOP)=(M®sN)®(M®yP).

Demostracion. La estrategia para probar estos isomorfismos es siempre la misma: construir con
la propiedad universal un morfismo, y andlogamente se construye un morfismo en el otro sentido
que resulta ser su inversa.

1. Para cada p € P, la funcién F, : M x N — M ®4 (N ®4 P) definida por F,(m,n) =
m® (n®p) es A-bilineal y por lo tanto induce un morfismo de A-médulos, Fj, : M @4 N —
M ®4 (N ®4 P) de A-médulos.

Por otra parte, la funciéon F : (M ®4 N) x P — M ®a (N ®4 P) definida como
F(m®n,p) = F,(m®n) es A-bilineal y por lo tanto induce un morfismo de A-médulos
F:(M®isN)®aP - M®s (N®a P) que resulta ser un isomorfismo (su inversa se

define andlogamente).

(M@isN)xP—E 3 M@us (N4 P)
Y

(M @4 N)®a

Observar que es F((m®n)®p) =m® (n®p).

2. La funcién 7 : M x N - N ®4 M definida por 7(m,n) = n® m es A-bilineal y por tanto
induce un morfismo 7 : M ®4 N — N ®4 M de A-mddulos que resulta ser un isomorfismo
(su inversa se define analogamente).

Observar que es 7(m®n) = n ® m.

3. La funcién b: M x A — M, definida por b(m,a) = am es A-bilineal y por tanto induce
un morfismo b: M ®4 A — M de A-médulos que resulta ser un isomorfismo (con inversa
que llevame M en m®1y4).

Observar que es b(m ® a) = am.

4. La funcién f: M x (N® P) - (M ®a N)® (M ®a P), f(m,n + p) = (m,n) + (m, p) es
A-bilineal y por tanto induce un morfismo f: M ®4 (N@®P) > (M ®4 N)® (M ®4 P)
de A-médulos.

Observar que es f(m® (n,p)) = (M®n,mp).

Por otro lado, las funciones g1 : M X N - M ®4 (N®P)ygo: M x P —> M®y (N@P)
definidas por g;(m,n) = m®mn, ga(m,p) = m ® p son A-bilineales y por tanto inducen
morfismos g1 : M@a N > M @A (ND®P)y go: MR P —> M®y (N@P) de A-mdbdulos.

A partir de éstos se construye, con la propiedad universal de la suma directa, un morﬁsmg
de A-médulos G : (M @4 N)D (M ®4P) > M®4 (N®P) que resulta ser el inverso de f.

M@AN%(M@)AN)@(M@AP)(;M@AP
\ G /
9 i g2
M®a(N&P)
Observar que es G(m®@n,m' ® p) = m® (n,0) + m' ® (0, p). O

Observacion 0.2.3. En realidad hemos probado que el producto tensorial es distributivo respecto
de sumas directas finitas. Andlogamente se prueba que existen isomorfismos

(BM)®AP = D (MAP)y M4 (D P) = @ (M®aP).



Si bien los tensores elementales no son linealmente independientes, se puede probar que a
partir de bases de M y N se construye una base (formada por tensores elementales) de M ®4 N.

Proposicién 0.2.4. Sean M y N dos A-mddulos libres con bases respectivas B = {b;}cr,
B’ = {b;}jes. Entonces:

m M ®a N es libre,
. X={b¢®b;-\z'el,jeJ} es base de M @4 N.

Demostracion. Probaremos directamente la segunda afirmacién (de la cual se deduce la primera).

Veamos primero que X genera M ®4 N.
K
Todo elemento u € M ®4 N es de la forma u = > my®ny. Ahora bien, para cada k se tiene
k=1
mg = > Agibi,ng = D, ,ukjb;», donde ambas sumas involucran una cantidad finita de elementos
- .

J
(los coeficientes no nulos son sélo una cantidad finita). Por lo tanto:

u = 2 Akittijbi @ V.
k.irj

de donde X es generador de M ®4 .

Veamos que X es linealmente independiente. Tenemos M = @, Ab;, N = P ; Ab}. Entonces
por la observacién 0.2.3, M ® 4 N =~ (—D” (Ab,- ®a Ab;).

Ademids Ab; @4 Ab; >~ A®4 A = A, mediante bi®b; —1®1—1-1=1.

Se tiene entonces que M ®4 N ~ @), j Ay X se corresponde con la base canénica de P, j A

mediante el isomorfismo. Por lo tanto como un isomorfismo lleva bases en bases, debe ser X
una base de M ®4 N. O

El siguiente corolario es inmediato.
Corolario 0.2.5. Si M y N son libres, rg(M ®4 N) = rg(M)rg(N).

Corolario 0.2.6. SiV y W son k-espacios vectoriales y v e V,w € W son no nulos, entonces
v®w # 0.

Demostracién. Como los conjuntos {v} y {w} son linealmente independientes en V' y W respec-
tivamente, se extienden a bases. El elemento v ® w forma parte entonces de una base de V &, W
y en particular es no nulo. O



