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Capitulo 1

Grupos

1.1. Generalidades

Definicién 1.1.1 (Grupo). Un grupo es una terna (G, , e), donde
= (G es un conjunto,
= x: G X G — G es una funcién
mece(

tal que se verifica:

(Gl) a*(bxc)=(axb)*xc Va,b,ceQq,

(G2) axe=exa=a VYaceG,

(G3) para cada a € G existe be G tal que axb=b=*a = e.

La funcién = se dice la operacidn del grupo y el elemento e se dice elemento neutro, en virtud
de la propiedad (G2) (ver proposicién 1.1.1.1).

La propiedad (G1) se conoce como asociatividad del grupo y el elemento b que verifica (G3)
se dice inverso, a veces opuesto de a (ver proposicién 1.1.1.2).

Una terna (G, *, e) que verifica las propiedades (G1) y (G2) se dice monoide.

Cuando la operacién y el neutro se sobreentienden, notamos el grupo o monoide G en lugar
de (G, *,e).

Muchas de las propiedades que probaremos para grupos valen también en el contexto de
monoides, pero no es de interés para este curso generalizar la teoria a este nivel. La nocién de
monoide fue presentada porque nos sera de utilidad en el capitulo siguiente.

Ejemplos 1.1.1 (Grupos). 1. Los enteros con la suma (Z, +,0).
2. Los racionales no nulos con el producto (Q*,-,1).
3. Las matrices cuadradas invertibles con coeficientes reales con el producto (GL,(R), -, I,,).
4. Las funciones biyectivas de un conjunto en si mismo con la composicién (Biy(A),o,Id4).

Proposicién-Definicién 1.1.1. 1. Unicidad del neutro: Si ¢’ € G verifica ¢’ xa = axe’ =
a, entonces e = €’.



2. Unicidad del inverso de un elemento dado: Dados a,b,c € (G, si tenemos a * b =
bxa=eya*c=cxa=e, entonces b = c. Esto nos permite notar a~! al (1inico) inverso
de a.

3. Propiedad cancelativa: Dados a,b,c€ G si a *b = a % ¢ entonces b = c.

Demostracion. 1. Si € % a = a, por (G2) se tiene ¢’ *a = e xa y para b € G se tiene
(' #a)xb= (exa)=b. Aplicando (G1) se deduce €’ * (a *b) = e * (a *b). Tomando b como
en (G3) obtenemos ¢’ # e = ¢ x e de donde ¢’ = e por (G2).

2. Es claro poniendo b =bxe =bx* (a*c) = (b*a) *c = e=*c = c (a partir de ahora queda
como ejercicio para el lector verificar qué axiomas o propiedades de los grupos se usan en
cada paso de las demostraciones).

3. Se deduce como sigue:

b=exb=(—a*a)xb=—ax(axb)=—ax*(a*xc)=(—axa)xc=exc=c

Definicién 1.1.2 (Subgrupo). Un subconjunto H < G se dice subgrupo de G si
= axbe H Va,be H,
= 0 H,
= g€ H VYaeH.

Si H es un subgrupo de G notamos H < G.

Definicién 1.1.3 (Submonoide). Si G' es un monoide y H es un subconjunto de G. Decimos
que H es un submonoide si verifica las primeras dos condiciones de la definicién anterior.

Observacion 1.1.1. Todo subgrupo es un grupo.
Todo submonoide es un monoide.

Ejemplos 1.1.2 (Subgrupos). 1. Si tomamos el grupo de los complejos con la suma usual
(C,+,0), tenemos:
Z<Q<R<C

y para todone N, nZ = {kn | ke Z} < Z.
2. Ademids 0 := {e} < Gy G < G. Decimos que 0 y G son los subgrupos triviales de G.
En la siguiente proposicion, presentamos dos construcciones cldsicas de la Teoria de Grupos.

Proposiciéon 1.1.1. 1. Sea G un grupo. Si H y K son subgrupos de G entonces también lo
esHNn K.

2. Si H, K son grupos, el producto cartesiano H x K tiene estructura de grupo definiendo
(h, k)= (W' K'):= (h=h' k=k').
Notamos H x K := (H x K, *,(e,e)) y lo llamamos producto directo de H y K.

Demostracion. A cargo del lector. O



1.2. Grupos abelianos

En este curso trabajaremos inicamente con grupos cuya operacién es conmutativa, reciben
el nombre de Grupos Abelianos.

Definicién 1.2.1 (Grupo abeliano). Un grupo (G, +,0) se dice abeliano si se verifica:
(G4) a+b=b+a Va,beG.

La propiedad (G4) se conoce como conmutatividad.

En el caso abeliano, la operacion suele notarse + y llamarse suma del grupo. Ademés el
neutro suele notarse 0, y el inverso de a € G suele llamarse opuesto y notarse —a.

Observaciones 1.2.1. 1. Los grupos de los ejemplos 1.1.1.1 y 1.1.1.2 son abelianos. Los de los
ejemplos 1.1.1.3 y 1.1.1.4 no lo son.

2. Todo subgrupo de un grupo abeliano es un grupo abeliano.

Proposicién 1.2.1 (Suma de subgrupos). Si H y K son subgrupos de G y G es abeliano,
entonces:

» H+ K:={h+k|he Hke K} es un subgrupo de G.
= Son equivalentes:
(i) Ho K = {0},
(i) Si h,h' € H,k, k' € K son tales que h + k = h' + k' entonces h = b/, k = K'.
En este caso se dice que la suma de H y K es directa y se nota H® K en lugar de H + K.

Demostracion. » Tenemos que 0=0+0€ H+ K.Sih+k,h +k' € H+ K, se tiene:
(h+k)— (W +K)=h+(k—-n)-F
=h+ (K +k)—FK
=h—h+k—-F
=(h-h)+(k-K)eH+K

» Sih+k=h+Fk, entonces h—h' =k' —ke Hn K = {0}. Por lo tanto h—h' =0y
k—k =0,dedonde h =h' k=F.

Reciprocamente, sea g € H n K. Como ¢g,0€ H, 0,9 € K cumplen g + 0 = 0+ g se deduce
que g = 0. O

1.3. Morfismos de grupos

En esta seccién nos referimos a grupos generales (no necesariamente abelianos) pero mante-
nemos la notacion utilizada en el contexto abeliano.

Definicién 1.3.1 (Morfismo de grupos). Sean (A,#,04) y (B,*,0p) gruposy f: A — B una
funcién. Decimos que f es un morfismo de grupos, si:

flexy) = f(x) = fly) Ve,ye A



Proposicion 1.3.1. Sea f : A — B morfismo de grupos.
1. f(04) = 0p,
2. f(—z) = —f(z) Yz e A,
Demostracion. A cargo del lector. O

Para X € AY € By f: A — B una funcién, recordamos que

fX)={f)lzeX}, [fI(Y)={acA|f(a)eY}.

Proposicion 1.3.2. 1. Sif: A — B yg: B — C son morfismos de grupos, entonces
gof:A— C es morfismo de grupos.

2. Si A es un grupo, entonces id 4 : A — A es un morfismo de grupos.

3. Sea f: A— B morfismo de grupos.
Si K < A, entonces f(K) < B. Si H < B, entonces f~'(H) < A.

Demostracion. A cargo del lector. O

Recordamos que todo grupo tiene como subgrupo al conjunto formado Unicamente por el
elemento neutro. Dicho subgrupo lo notamos siembre 0.

Definicién 1.3.2 (Nicleo e imagen). Sea f : A — B morfismo de grupos. El nicleo y la imagen
de f son respectivamente:

Ker(f) ={a€ A| f(a)=ep}, Im(f)={beB|JacA: f(a) =10}
Proposicién 1.3.3. 1. Ker(f) < A,Im(f) < B.
2. f es inyectiva si y sélo si Ker(f) =0, f es sobreyectiva si y solo si Im (f) = B.

3. La funcion O : A — B definida por O(x) = ep,Vx € B es un morfismo de grupos con
nicleo A e imagen el grupo 0.

Dem. A cargo del lector.

Definicion 1.3.3. Un morfismo de grupos inyectivo se dice monomorfismo de grupos.

Un morfismo de grupos sobreyectivo se dice epimorfismo de grupos.

Un morfismo de grupos biyectivo se dice isomorfismo de grupos. Ademds si existe un iso-
morfismo de grupos f : A — B decimos que A y B son grupos isomorfos (o isomorfos via fsi
queremos explicitar el isomorfismo) y notamos A =~ B (o A ~; B).

Un morfismo G — G se dice endomorfismo de G.

Un isomorfismo G — G se dice automorfismo de G.

Proposiciéon 1.3.4. 1. Si f : A — B es un isomorfismo de grupos, entonces f~': B — A
es un (iso)morfismo de grupos.

2. St G es un grupo, entonces Aut(G) = {f : G — G | f es isomorfismo} es un grupo con la
COMPOSICION.

Demostracion. A cargo del lector. O

Lema 1.3.5. Sea (G, +,0) un grupo abeliano y Hy K < G. Sea ademds f : H x K - H+ K
definida por f(h,k) = h + k. Entonces:



» f es un epimorfismo de grupos,
» [ es un isomorfismo si y sdlo si H n K = {0}.

Demostracion. Es facil ver que f es epimorfismo de grupos.

Supongamos ahora que H n K = {0}. Veamos que Ker f = {0}: f(h,k) = 0 implica
h=—-ke Hn K y por tanto h = k = 0.

Reciprocamente, si f es inyectiva, tomemos x € H n K. Como f(x,—z) = x —x = 0 se tiene
(x,—z) = (0,0) y por tanto x = 0. O

Observacion 1.3.1. La segunda afirmacién puede expresarse como sigue: si H y K son subgrupos
de un grupo abeliano G cuya suma es directa, entonces se tiene

HxK=>H®K.

Por esta razon estos grupos suelen llamarse en el caso abeliano suma directa externa de H y K
y suma directa interna de H y K respectivamente, o solamente suma directa de H y K si no
interesa la distincién.

1.4. Grupo cociente

Proposicién-Definicién 1.4.1 (Congruencia). Sean A un grupo y H < A. La relacién en A
definida por:
a=gbea—-beH (a,beA)

es una relacién de equivalencia, que llamamos relaciéon de conAruencia médulo H.

Demostracion. Es reflexiva porque 0 € H, es simétrica porque H es cerrado por opuestos y es
transitiva porque H es cerrado por la suma. O

Proposicién-Definicién 1.4.2. Sea A un grupo abeliano y H < A. Notemos @ a la clase de
equivalencia de a € A.

1. Sia=g a yb=g V', entonces a + b=y a’ + V.

2. Si definimos
+: A/EH X A/EH _’A/EH

mediante @ + b = a + b, entonces (A4/= 4> +,0) es un grupo que llamamos grupo cociente

de A por H y notamos %.

3. La funcién 7 : A — % definida por 7y (z) = 7, Ver A es un epimorfismo de grupos que

llamamos proyeccion candnica de A en el cociente 7.
Demostracién. 1. En efecto, (a+b)—(a'+b') = (a—a’)+ (b—V") € H porque a—a',b—b' € H
(observar que se usa fuertemente la conmutatividad en A).

2. Por la parte anterior, tiene sentido la definicion. Es facil ver que esta nueva operacion
“hereda” las propiedades de A, en otras palabras: de la asociatividad de la operacién de
A se deduce la asociatividad de esta nueva operacién; de la conmutatividad se deduce la
nueva conmutatividad, el nuevo neutro es 0 y —a = —a, Va € A.

3. A carAo del lector. O



Observacion 1.4.1. Observar que 0 = {x € A|z—0€ H} = H y que

A A
— =~ A; — ={0}.
Teorema 1.4.1 (Propiedad Universal del Cociente). gea f:A— B un morfismo de grupos. Si
A es abeliano y H < Ker f, existe un dnico morfismo f : % — B que hace conmutar el siguiente

diagrama:

3
T
e

s
,1

Ademds, se tiene Im f =Im f y Ker f = Kgf.

Demostracion. Para que el diagrama conmute, es necesario que f (@) = f(a), lo que prueba la
unicidad.

Para la existencia, veamos que tiene sentido definir f(@) := f(a): en efecto, si a = @/, entonces
a—a € H< Ker fypor tanto f(a) — f(a') = f(a — a’) = 0. Queda a cargo del lector verificar
que la funcién f asi definida es un morfismo de grupos.

Es claro que las imagenes de f y f coinciden. Por otro lado como H < Ker f tiene sentido
considerar el grupo KeTrf Ademss:

K;;f<=>a€Kerf<:>f(a)zO@)f(a)zO(:)aeKerf O

a €

Corolario 1.4.2 (Teoremas de isomorfismo). Sea A un grupo abeliano.

1. Si f: A— B es un morfismo de grupos, entonces K?rf ~Im f.

: H+K ~ _K
2. St H, K < A entonces 47~ = 55+

3. SiH<K<A entonces% ~ %

4. Si f:+ A— B es un morfismo de grupos, con B también abeliano, y H < A, K < B con
f(H) € K, entonces existe un inico morfismo f : % — % que hace conmutar el siguiente

diagrama:
A L B
o —
A . B
H f K
Demostracion. 1. En el contexto del teorema anterior, se deduce que f : ﬁ;f — B es

morfismo de grupos con Im f =Im fy Kerf = Eg;; = 0, por lo que f : %rf — Im f es

un isomorfismo.

2. Sea f: K — H;}K definida por f(k) = E.ﬁ Es claro que f es un morfismo de grupos.
Ademis si h+ k € 25 entonces h+k = k = f(k) por lo que Im f = £ Por otra

parte f(k) = 0 siy sélo si k € H de donde Ker f = H n K. Usando la parte anterior, se
deduce la tesis.




3. Consideremos 7 : A — % la proyeccién candnica. Es claro que 7y (K) = % por lo que

aplicando la parte 4 se tiene que my induce un morfismo 7 : A/K — % que verifica

i ([a]k) = [a] g, donde [a] g denota la clase de equivalencia de a € A segun la congruencia
médulo H y T denota la clase de equivalencia de z € A/H médulo K/H. Queda a cargo
del lector verificar que 7y es efectivamente un isomorfismo.

4. A cargo del lector. O

Teorema 1.4.3. Sea G un grupo abeliano y H < G. Existe una correspondencia biyectiva entre
los conjuntos:

}"lz{ng} y Fo={K<G|K2H}

que preserva la inclusion.

Demostracion. Sean A : Fo — Fi definida como A(K) = % y Q : F; — Fo definida como
QL) = 7 (L).

Observar primero que A(K) = % = my(K) es un subgrupo de % y que Q(L) 2 75 ({0}) =
H.

Queda para el lector verificar que estas funciones son inversas entre si.

Por otra parte, es claro que si L L entonces A(L) = my(L) € (L) = A(L). O



Capitulo 2

Anillos

2.1. Generalidades

2.1.1. Definiciones generales

Definicién 2.1.1 (Anillo). Un anillo es una quintupla (A, +,-,0,1) donde

(A1) (A, +,0) es un grupo abeliano,

(A2) (A,-,1) es un monoide,

(A3) Propiedad distributiva: a- (b+c¢)=a-b+a-¢c, (a+b)-c=a-c+b-¢c, VYa,b,ce A.

Si ademéas se cumple a - b = b-a Va,b € A se dice que el anillo es conmutativo. Cuando
las operaciones y los neutros se sobreentienden, decimos “el anillo A” en lugar de “el anillo
(A,+,-,0,1)”. Las operaciones + y - se llaman usualmente la suma y el producto de un anillo.

Observacion 2.1.1. La definicién anterior merece dos aclaraciones:

» Algunas definiciones de anillo que aparecen en la literatura no exigen la existencia de
neutro para - y llaman anillo con unidad a una quintupla como la de la definicién 2.1.1.

= A menudo notaremos ab en lugar de a - b, para a,b € A.
Ejemplos 2.1.1 (Anillos). 1. Los enteros con la suma y el producto usual (Z, +,-,0,1).
2. Los reales con la suma y el producto usual (R, +,-,0,1).

3. El anillo de las matrices cuadradas de tamano n € N con coeficientes en R, con la suma y
el producto usual de matrices (M, (R), +,-,0, I,,). Es un anillo no conmutativo Vn > 2.

4. El anillo trivial A = {0} con 0 = 1.

5. De manera similar al ejemplo anterior, si A es un anillo y n un natural, puede definirse una
suma y un producto en el conjunto de las matrices cuadradas de tamano n con coeficientes
en A y se obtiene un anillo que se nota My (A). Es no conmutativo Vn > 2 si A no es el
anillo trivial.

6. El anillo de los polinomios en una variable con coeficientes en R, con la suma y el producto
usual de polinomios (R[z],+,,0,1). Es un anillo conmutativo.



7. El ejemplo anterior puede generalizarse a polinomios con coeficientes en un anillo A. Este
anillo se nota A[x].! Es claro que A[z] es conmutativo si y sélo si A lo es.

8. Si A es un anillo y S es un conjunto no vacio, el conjunto de las funciones de S en A se
nota A° o también Fun(S, A), y es un anillo con las operaciones heredadas de A, es decir
(f+9)(s)=f(s)+ag(s),(f-9)(s) = f(s)-ag(s),Vs e S. Si A es un conmutativo, también
lo es AS.

Proposicién 2.1.1 (Propiedades elementales). Sea (A, +,-,0,1) un anillo. Entonces:
1. 0 y 1 son unicos.
2. Para todos a,be A: (—a)-b=—(ab) =a-(=b), (—a)-(=b)=a-b.
a+a---+a (nveces) sin =0

(—a)+ (—a) +---+ (—a) (nveces sin<0
Se tiene, para n € Z,a,b e A las siguientes igualdades:

3. Para a€ A,n € 7Z, notamos na = {

(na) -b=n(a-b) =a-(nb).

Demostracion. A cargo del lector. O
Definiciéon 2.1.2. Decimos que a € A es invertible, si existe be Atalquea-b=5b-a = 1.

Observacion 2.1.2. Es facil ver que para cada a € A existe un unico b € A como en la definicién.

Decimos que es el inverso de a y lo notamos a~*.

Proposicién 2.1.2. Sea (A, +,-,0,1) un anillo no trivial. Si definimos A* =U(A) :={aec A
a es invertible}, la terna (U(A),-,1) es un grupo.

Demostracion. Primero veamos que si a,b € A son invertibles, entonces ab también lo es, y su
inverso es b~'a~!. En efecto (ab)(b='a™!) = a(bb~)a=! = aa~! = 1. El producto es entonces
una operacién en U(A), que ademds es asociativa.

Por otra parte 1 es invertible (1-1 =1 luego 17 = 1), por lo que U(A) tiene neutro.
Finalmente, todo elemento de U(A) es invertible por definicién. O

Ejemplos 2.1.2 (Invertibles). » U(Mp(R)) = {Ae M,(R) | det(A) # 0}.
» U(R[z]) = {p € R[z] | p constante p # 0}.

Definicién 2.1.3 (Subanillo). Sea (A, +,-,0,1) un anillo. Un subconjunto B < A se dice
subanillo si B es un subgrupo de (A, +,0) y B es un submonoide de (A4, -, 1).

Ejemplo 2.1.1. Z < Q < R < C son dos a dos subanillos.

Proposicién 2.1.3. Sea (A, +,-,0,1) un anillo, B < A un subconjunto. Son equivalentes:
1. B es un subanillo de A,
2.1e Bya,be B=a—-be B yabe B,
3. (B, +|BxB;"|BxB>0,1) es un anillo.

Demostracion. A cargo del lector. O

'En la seccién 2.1.3 daremos una construccién formal de A[z].

10



Definicién 2.1.4 (Morfismo de anillos). Sean A, B anillos y f: A — B una funcién. Decimos
que f es un morfismo de anillos si:

» fla+b)= f(a)+ f(b) Va,be A,
w f(ab) = f(a)f(b) Va,be A,
= f(la) = 15.

Un morfismo de anillos f se dice monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo de anillos si es
respectivamente inyectivo, sobreyectivo o biyectivo.

Dos anillos A y B se dicen isomorfos (o isomorfos via f) si existe un isomorfismo de anillos
f:A— B.

Un endomorfismo de A es un morfismo de anillos A — A. Notaremos End(A) al conjunto
de endomorfismos de A.

Un endomorfismo que es un isomorfismo se dice un automorfismo. Notaremos por Aut(A)
al conjunto de automorfismos de A.

Observacion 2.1.3. 1. Es claro que si f : A — B un morfismo de anillos en particular
f:(A,+4,04) — (B,+p5,05) es morfismo de grupos y f : (A,-a,14) — (B, B,1B)
es morfismo de monoides. Entonces f(0) = 0, f(—a) = —f(a) Ya € A, poriace A
es invertible, entonces f(a) € B es invertible y f(a)~! = f(a™!). En otras palabras,
fiucay + U(A) — U(B) es un morfismo de grupos (con la estructura de grupo en los
invertibles definida en la proposicién 2.1.2).

2. Considerando a f como morfismo de grupos bajo las estructuras aditivas de A y B, se
tiene que se pueden definir Ker(f) e Im(f) y ademés:

» Im(f) < B es un subanillo.

» Ker(f) € A es un subgrupo aditivo.

3. La composiciéon de morfimos de anillos es un morfismo de anillos, la identidad es un
morfismo de anillos, la inversa de un morfismo de anillos biyectivo es un morfismo de
anillos. En otras palabras Aut(A) es un grupo con la composicién.

4. Es necesario pedir que un homomorfismo de anillos f : A — B cumpla f(1) = 1. Si bien
todo morfismo de grupos cumple automaticamente que f(0) = 0, esto no es cierto para los
monoides, por lo tanto debemos pedirlo si queremos que f respete la unidad. Por ejemplo,
sea f: R — My(R) definida por f(a) = (). Entonces f respeta la suma y el producto,

pero f(1) = (50) + (51)-

2.1.2. Anillos especiales y ejemplos

Es claro que la igualdad ab = 0 en un anillo no implica a = 0 0 b = 0 (basta mirar un anillo
de matrices por ejemplo). Esta propiedad es interesante y muy 1til en esta teoria, por lo que
tiene relevancia la siguiente definicion.

Definicién 2.1.5 (Divisor de cero). Sea A un anillo. Un elemento a € A, a # 0 se dice divisor
de cero si existe be A, b # 0, tal que ab =0 o ba = 0.

Ejemplos 2.1.3 (Divisores de cero). = Lamatriz A = (9 §) es un divisor de cero en Ms(R)

(se verifica por ejemplo A- A =0y A #0).
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» Sea A un anillo no trivial. En el anillo A%, toda funcién no nula que admite una raiz es
divisor de cero. En efecto, si f : S — A es no nula y tal que para cierto s € S se tiene
f(s) = 0, entonces, tomando g : S — A tal que g(t) = 0Vt # sy g(s) # 0, se tiene
(fg)(x) =0,YVxeSyg#D0.

Observacion 2.1.4. Los invertibles no son divisores de cero. En efecto, tomemos a,b € A tal
que ab = 0. Si a es invertible, entonces b = (a'a)b = a=!(ab) = a=' - 0 = 0. Andlogamente se
prueba que si ba = 0 entonces b = 0.

Algunos anillos tienen buenas propiedades que tienen que ver con sus invertibles y sus
divisores de cero. Los presentamos en la siguiente definicion.

Definicién 2.1.6. Sea A un anillo, A # {0}. Decimos que A es un

= dominio de integridad o simplemente dominio si es conmutativo y no tiene divisores de
cero,

= anillo con division si todo elemento no nulo es invertible,

= cuerpo si es un anillo con divisién conmutativo.
Observacion 2.1.5. De la observacion 2.1.4 se deduce que todo cuerpo es un dominio.
Ejemplos 2.1.4 (Anillos especiales). 1. Todo cuerpo es un dominio.

2. Cualquier subanillo de un dominio es un dominio. En particular los subanillos de R son
dominios, como por ejemplo Z, Z[v/2] = {a +bv2 | a,b € Z},Q[v2] = {a +bv2 | a,b € Q}.

3. El subanillo (conmutativo) C[0,1] < RI%! de las funciones continuas en [0, 1] a valores
reales no es un dominio.

4. Consideremos en R* una base que notaremos {1,1i, j, k}. Consideremos el conjunto H =
{al +bi+cj+dk|a,b,c,deR} =R* con la suma definida mediante:

(al +bi+cj+dk)+(a1+bi+cj+dk)=(a+ad) 1+ b+b)i+ (c+)j+ (d+d)k

para todo a,ad’,b,V/,c,c,d,d € R, y el producto definido a partir de

P=2=k==1, ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik

y extendiendo por linealidad. Se puede ver que esto define una estructura de anillo en H.
Este anillo recibe el nombre de anillo de los cuaterniones y es un ejemplo de anillo con
divisién que no es un cuerpo. En efecto, todo elemento no nulo al + bi 4+ ¢j + dk tiene por

. 1 . . .
inverso a m(al — bi — ¢j — dk). Por otra parte, H no es conmutativo.

5. Paran > 2y A & {0}, el anillo de matrices M, (A) no es un dominio.

Definicién 2.1.7 (Subanillo generado). Si § < A es un subconjunto de un anillo, el subanillo
generado por S es (S) :=[){B | B es subanillo de A, B > S}.
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2.1.3. Series formales y polinomios
2.1.4. Series formales con coeficientes en un anillo A

Dado un anillo consideramos el conjunto AN de sucesiones con términos en A. Definimos en

AN las operaciones

(f +9)(n) = f(n) + g(n), (fxg)n)= > f(k)g(l),

k+l=n
y las funciones 0,0, : N — A dadas por 0(k) = 0,Vk e Ny 0,(k) = { (1] :i Zo: K .
En este contexto, la siguiente observacion es facil de verificar.
Observacion 2.1.6. s (AN, +,%,0,680) es un anillo. El producto se llama producto de convo-

lucion, producto de Cauchy o sencillamente convolucion, y es conmutativo si y sélo si A es
un anillo conmutativo.

= Si definimos x = §; (que llamaremos la indeterminada), entonces x™ = 6, Vn € N.

= Para cada n € N, la aplicacién ¢, : A — AN definida por ¢, (a)(k) = 8 :i ZO: K es
un monomorfismo de grupos que verifica ¢, (ab) = @o(a)en(b),Va,be Ay p,(1) = 2". En
particular ¢y es un monomorfismo de anillos.

A partir de la observacién anterior, podemos escribir los elementos de AN como:

0 0 0 0
n = Z Son(an) = Z @n(an : 1) = Z @O(Gn) * " = Z anxna
n=0 n=0 n=0 =0

donde en la ultima igualdad, estamos haciendo un doble abuso de notacién: identificamos el
anillo A con su copia en AN y eliminamos la  del producto de convolucién.

Por esta razén es que este anillo recibe el nombre de anillo de las series formales (en una
0

variable) con coeficientes en A. Decimos que ay, es el coeficiente n-ésimo de la serie Z apz”. El
n=0
anillo se nota A[[z]] y bajo la nueva notacién, las operaciones se explicitan como sigue:

(o) (o) - Beriom
(Se) (S) -5 (2) v =5 (S )

A partir de ahora notaremos fg para f x g.

{2t M
M8

2.1.5. Polinomios con coeficientes en un anillo A

Dado f € AN, definimos el soporte de f como sop(f) = {n e N | f(n) # 0}. El subconjunto
{f € A[[z]] | tsop(f) < o} es un subanillo de A que llamamos anillo de polinomios con
coeficientes en A y notamos A[x]. Més especificamente, cada elemento de A[x] se dice polinomio

con coeficientes en A.
Es facil ver que A[z] es un anillo conmutativo si y sélo si lo es A. Més atn, A[z] es el

subanillo de A[[z]] generado por A U {z}.
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Observar que se tiene la cadena de inclusiones de anillos: A < A[z] < A[[z]] (donde un
elemento a € A se piensa en A[x]| como el polinomio con soporte {0} y tinico coeficiente a).

Teorema 2.1.4 (Propiedad universal del anillo de polinomios). Sea ¢ : A — B un morfismo de
anillos. Para cada elemento b € B que conmuta con Im(p) existe un inico morfismo de anillos
o Alz] = B y ¢(x) = b que extiende a ¢.

En otras palabras, para cada b € B tal que ¢(a)b = by(a),Ya € A, existe un inico morfismo
de anillos que hace conmutar el siguiente diagrama:

AL}B

Alz]
donde v : A — Alz] denota la inclusion.

Demostracion. Es facil probar que una funcién ¢ : A[x] — B es un morfismo de grupos y que
n

n

verifica ¢(a) = ¢(a) Ya € A siy sélo si ¢ (2 aw’) = Z @(a;)b'. La condicién de que b
k=0 k=0

conmuta con Im (¢) asegura la multiplicatividad de ¢. d

Observacion 2.1.7. En el caso particular en que B es conmutativo, la condicién de que b conmuta
con Im () se verifica trivialmente.

Ejemplo 2.1.2. Tomando en la proposicién anterior A = Z,B = R, ¢ : Z — R la inclusién y

b = /2, tenemos
% <Z am’) = Z ai(\@ t

k=0

Se tiene Im () = Z[/2].

2.1.6. Generalizacién a varias indeterminadas

Si queremos definir el anillo de las series formales en dos variables con coeficientes en A,
tomamos el conjunto {f : N x N — A}, con las operaciones:

(j’+—g)(n,ﬂ@)::j(nwrn)+—g(n,n@% (fg n, ﬂ% }: f k q )
k+l=n

Se trabaja andlogamente que en el caso de una variable y se nota al anillo obtenido A[[z, y]].
Con identificaciones analogas, se obtiene que:

Al[z,y]] { Z aijx'y’ | a;; € A}

i+75=0

Los polinomios en dos variables con coeficientes en A corresponden al subanillo
Alz,y] = {f € A[[z,y]] | tsop(f) < 0}. Con identificaciones andlogas, se obtiene que:

Alz,y] = {Zawxy |aw€An€N}

i+7=0
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Se tiene ademds que A[[z,y]] = A[[z]][[y]]
En efecto, las aplicaciones:

¢ Allz,yl] — All«]][[v]] o= All, y]] — Allyl[[=]]
p(f)(n) € Allz]], (p(f)(n)) (m) = f(m,n)  $(f)(n) € Alyl, (¥(f)(n)) (m) = f(n,m)

definen isomorfismos de anillos cuyas restricciones a A[z, y] tienen respectivamente por imagen a
Alx][y] v Aly][z] (subanillos de A[[z]][[y]] v A[[y]][[x]] respectivamente). Observar por ejemplo
que se tiene

Ally]ll[=]] y que Alz,y] = Alz][y] = A[y][=].

f=5+azy? —xy® + 32% — 2223 € Z[z, ]
=5+ (4> —y’)e + (3 2y°)2" € Z[y][x]
=5+ 322 + 2y + (—x — 22?)y’e Z[x][y]

Sin mayor dificultad todo lo anterior puede hacerse para un nimero n cualquiera de variables
considerando el conjunto AN".

2.1.7. Ideales

Definicién 2.1.8. Se considera un anillo A y un subconjunto I < A tal que (I, +,0) < (4, +,0).
Decimos que:

s [ es un ideal a izquierda de A si ax € I,Va € A,z € I. En este caso notamos I <; A,
s [ es un ideal a derecha de A si xa € I,Va e A, x € I. En este caso notamos I <, A,

» [ es un ideal bildtero (o simplemente un ideal) de A si I es a la vez ideal izquierdo y
derecho de A. En este caso notamos I <1 A.

Observacion 2.1.8. » Se tiene que {0} < Ay A < A: son los llamados ideales triviales de A.
Los demés ideales se dicen ideales propios de A.

s SiI<9Aylel, entonces I = A. En particular, I no es un subanillo a menos que I = A.

= Un anillo con divisiéon no tiene ideales bilateros propios. En efecto, si I # 0 es un ideal de
un anillo con divisién A, tomemos z € I,x # 0. Existe y € A tal que yz = 1 € I, por lo
que I = A.

= Todas las afirmaciones anteriores valen tomando <; y <, en lugar de <.

Ejemplos 2.1.5. = Ideales de Z
Son los conjuntos nZ de los miltiplos de n, con n € N cualquiera.
En efecto, se puede ver facilmente que para cada n € N, nZ es un ideal de Z.
Por otra parte, si I es un subgrupo de Z, consideremos el menor natural no nulo n que
pertenece a I. Sea x € I cualquiera. Vamos a probar que x es multiplo de n. Usando la
divisién entera se tiene x = gn + r, con 0 < r < n. Como r = x — gn € I (observar que
de n € I se deduce gn € I y como ademéds x € I, se tiene x —gn € I), y r < n, se deduce
r = 0 y por lo tanto x es multiplo de n.

= Ideales y morfismos
Si ¢ : A — B es un morfismo de anillos, entonces Ker(p) <1 A.
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Proposicién 2.1.5. Sea f : A — B morfismo de anillos. Si H <1 B, entonces f~1(H) <1 A.
Si ademds f es un epimorfismo y K < A, entonces f(K) < B.

Demostracion. Sea H <1 B. Sabemos que f~}(H) < A. Ademés, siz e f1(H)yae A
se tiene f(ax) = f(a)f(x) e Hy f(za) = f(x)f(a) € H porque f(z) e H. Se deduce que
ar,za€ f~1(H).

Por otra parte, si K <1 A, sabemos que f(K) < B. Ademas, siz€ K y be B, como f es
un epimorfismo, se tiene que b = f(a) para algin a € A, de donde bf(z) = f(a)f(z) =

flaz) e f(K)y f(x)b= f(x)f(a) = f(za) € f(K) porque ax,za € K. O

Observar que la inclusién de Z en R es un morfismo de anillos que muestra que la condicién
de ser epimorfismo en la proposicién anterior es necesaria.

= Ideales en matrices
Para cualquier anillo A,

{(Z 8) ya,beA} < Ma(A), {(g’ 8) IavbeA} < Mo (4).

En M>s(Z), las matrices con todas sus entradas pares forman un ideal bildtero.

En M5(R), los tinicos ideales bildteros son los triviales. En particular, cualquier morfismo
de anillos ¢ : M3(R) — A es inyectivo o nulo.

Proposicién 2.1.6. Sea {J;}ic; una familia no vacia de ideales de A. Entonces () J; es un
el
ideal de A.

Definicién 2.1.9 (Ideal generado). Si S < A es un subconjunto de un anillo, el ideal bildtero
generado por S es:

[S]:=(J{III<AI>S8)}

Si S = {ay,aq,...,an}, notamos [S] = (a1, az, - ,ay,). Los ideales generados por un conjunto
finito se dicen finitamente generados.

Un ideal (z) generado por un conjunto unitario se dice ideal principal.

Remplazando < por <, <, se define el ideal a izquierda o ideal a derecha generado por S,
que se nota [S]; y [S], respectivamente.

Observacion 2.1.9. El ideal bilatero (a izquierda, a derecha) generado por S es el menor (con
respecto a <) entre los ideales bildteros (a izquierda, a derecha) de A que contienen a S. Ademas
se tiene:

[S] = {2 aisibi | F ﬁnito, ai,bi € A, S; € S Vie F}
el

[S]; = {Z a;s; | F finito,a; € A,s; € S Vi e F}
el

[S]T» = {Z sib; | F finito,b; € A,s; € S Vie F}
el

Es claro que en el caso conmutativo los tres conjuntos coinciden.
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La siguiente proposicion recoge observaciones ya hechas y las completa.

Proposicion 2.1.7. 1. Sea I < A. Entonces I = A si y sdlo si 1 € I, si y solo si existe
x e U(A) tal que x € 1.

2. Sea A un anillo. Entonces A es un anillo con division si y sélo si A no contiene ideales
propios izquierdos ni derechos.

3. Sea A un anillo conmutativo. Entonces A es un cuerpo si y sdlo si A no tiene ideales
bildteros propios.

Demostracion. 1. Es claro.

2. Para el directo, ver la observacién 2.1.8. Para el reciproco, tomemos x € A, x # 0y
consideremos el ideal izquierdo I generado por x. Como A no tiene ideales propios y
ademas I # 0, se tiene I = A por lo que 1 € I, de donde se deduce que existe y € A tal que
1 = yzx, por lo que z es invertible a izquierda. Andlogamente se prueba que x es invertible
a derecha, por lo que x es invertible en A.

3. Es la parte anterior aplicada al caso conmutativo. O

Definicién 2.1.10. Sea A un anillo. Un ideal M bildtero (a izquierda, a derecha) se dice
mazimal si M # Ay para cualquier otro ideal J bilatero (a izquierda, a derecha) que contiene
a M setiene J =M o J = A.

Recordemos el

Lema de Zorn. Sea (E, <) un conjunto no vacio parcialmente ordenado (i.e. < es una relacion
binaria refleziva, antisimétrica y transitiva) tal que toda cadena T en E (i.e. T < E es totalmente
ordenado) tiene cota superior en E. Entonces E admite un elemento mazimal.

Teorema 2.1.8. Sea I un ideal bildtero (a izquierda, a derecha) de A, I # A. Existe un ideal
bildtero (a izquierda, a derecha) mazimal M tal que I < M.

Demostracion. Haremos la prueba para ideales bilateros, pero es facilmente adaptable a los
casos de ideales a izquierda y a derecha.

Consideremos la familia F = {J < A | I € J & A}. Como I € F, se tiene que F # (.
Ordenemos F por inclusién; sea T' = {I) | A € A} € F una cadena. Estd acotada superiormente

por D := | J I. Veamos que D € F:
AeA

» D<A:sean ae D,be D. Entonces a € I, b € Ig para ciertos o, 3 € A. Como T es una
cadena, podemos suponer I, < Ig, de donde a,b € Ig. Esto implica que a —b € Ig < D.
Ademés 0 € Ig © D, ysia € A, x € D entonces x € I, para algin v € A, de donde
za,ar € I, < D.

= Como I < Iy para todo A € A, entonces I < D.

m D+ A:si D= A, entonces 1 € D, de donde 1 € I para algiin A € A, lo cual es absurdo
pues I + A.

Aplicando el lema de Zorn a la familia F, se tiene que existe un elemento maximal en F

(ordenado por la inclusién), llamémosle M € F. Se deduce que M es un ideal maximal en A, y
por construccién I < M. ]
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Aplicando el teorema anterior al ideal I = {0}, se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.1.9. Si A # {0} es un anillo, existen ideales bildteros (a izquierda, a derecha)
mazimales en A.

Observacion 2.1.10. Se puede demostrar que el teorema anterior (a veces llamado teorema de
Krull), que usa el axioma de eleccién bajo la forma del lema de Zorn, es equivalente al axioma de
eleccion. Observar ademas que usamos fuertemente que nuestro anillo tiene unidad: este teorema
es falso para anillos sin unidad.

Proposicién-Definicién 2.1.1. Sean I, J ideales bildteros (a izquierda, a derecha) de A. En-
tonces los siguientes son ideales bilateros (a izquierda, a derecha) de A:

s [+ J={zx+y|xzel,ye J}: eselideal sumadely J,
W [J=[{zy |z e l,ye J}| = {Zxkyk|neN,xkeI,ykeJ,Vke{l,Q,‘-- ,n}}: es el
k=1

ideal productode 'y J,

Demostracion. A cargo del lector. O

2.1.8. Anillo cociente

Sean A un anillo e I << A. Como [ es un subgrupo de (A, +,0), tiene sentido considerar la
relacion de congruencia médulo 1. El siguiente resultado asegura que esta relacién es compatible
con la estructura multiplicativa de A.

Lema 2.1.10. Sean A un anillo e I < A. Sia = a (méd ) y b = (méd I), entonces
ab=a't! (méd I).

Demostracién. Pongamos a’ = a +i,b' = b+ j con 4,7 € I. Se tiene entonces
b = (a+i)(b+j)=ab+ib+aj+1ij.
Como I < A, a'b' —ab=1ib+aj +ij € I, es decir, ab=a'b’ (médd I). O]
A partir de esto, es inmediato el siguiente resultado.

Teorema 2.1.11. Si A es un anillo e I < A, entonces el conjunto A/= con las operaciones

a+b=a+b, a-b=a-b VabeA

y los neutros 0 y 1 forman un anillo que llamamos anillo cociente de A sobre I y que notamos
% Ademds la proyeccion candnica 7wy 1 A — ? es un epimorfismo de anillos.

Teorema 2.1.12 (Propiedad Universal del Cociente). Sea f: A — B un morfismo de anillos y
sea I <1 A. Si I < Kerf, existe un unico morfismo f : é — B que hace conmutar el siguiente
diagrama:

—— B

A
\‘
ﬂ—ll A
S
A
I

Ademds, se tiene Im f =1Im f y Ker f =

I



Demostracion. Sabemos que existe un tnico morfismo de grupos que hace conmutar el diagrama,
y verifica las condiciones en el nicleo y la imagen. Es inmediato verificar que dicho morfismo
preserva el producto y la unidad del anillo. ]

Corolario 2.1.13 (Teoremas de isomorfismo). Sea A un anillo.

1. Si f: A— B es un morfismo de anillos, entonces Kif ~Im f,

2. Si f:A— B esun morfismo de anillos, y H << A, K < B con f(H) € K, entonces existe
un unico morfismo de anillos f : % — % que hace conmutar el siguiente diagrama:

Demostracion. 1. Se deduce del teorema anterior, de manera analoga que para grupos.

2. Sabemos que existe un tnico morfismo de grupos. Basta verificar que preserva el producto
y la unidad. O

Teorema 2.1.14. Sean A un anillo e I << A. Existe una correspondencia biyectiva entre los
conjuntos:

A
flz{LQI} y Fo={K<A|K2I}

que preserva la inclusion.

Demostracion. La prueba del resultado andlogo para grupos puede adaptarse facilmente a este
contexto, usando la proposicion 2.1.5. ]

Es inmediato el siguiente corolario.
Corolario 2.1.15. Sea M un ideal bilatero de un anillo A. Son equivalentes:
s M es mazximal,
= Fl anillo % es no nulo y no tiene ideales bildteros propios (es un anillo simple).

Este dltimo resultado relaciona propiedades del ideal con propiedades del cociente. Vamos a
dar otros resultados en este sentido, en el caso de anillos conmutativos, en la siguiente seccion.

Ejemplo 2.1.3. Sea A = R[z],a € C. El morfismo de evaluacion en a es g, : R[z] — C,
5a(f) = f(a)

Supongamos a € R. Entonces se tiene que Im ¢, = R y que
Kere, = {f e R[z] : f(a) =0} 3 X —a.

Por otro lado f(a) = 0 & f = (z — a)q para algin ¢ € R[z]. En conclusién Kere, = (x — a).

: ; ; Rlz]
Por el primer teorema de isomorfismo concluimos que ) = R que es un cuerpo.
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Tomemos ahora a = ¢, la unidad imaginaria. Entonces ¢; es un epimorfismo: dado a + ib e C
basta tomar f = a + bX. Se tiene que

Kere; = {f e R[z] : f(i) =0} 3 X + 1.

y que Im ¢; = C. Por otro lado f(i) = 0 = f(—i) = 0 = [ es divisible por (z + i)(z — i) =
22 + 1. En conclusién Kere; = (X2 + 1). Por el primer teorema de isomorfismo concluimos que
C =~ 2

XZED) Esta es una construccion algebraica de los nimeros complejos.

2.1.9. Ideales maximales e ideales primos

Definicién 2.1.11. Sea A un anillo conmutativo. Un ideal P de A se dice primosi P # Ay
Ya,be A:abe P=a€PobeP.
Ejemplos 2.1.6 (Ideales primos). 1. pZ <Z es primo.
2. si D # {0} es un dominio, el ideal {0} es primo,
3. si D es un dominio, entonces (z,y) = {p € D[x,y] | p(0) = 0} < D[z, y] es un ideal primo.
Proposicion 2.1.16. Sean A un anillo conmutativo e I <1 A. Entonces:

1. I es maximal si y solo si ? es cuerpo,

2. I es primo si y solo si ? es dominio.
Demostracion. 1. Esta parte puede deducirse facilmente combinando los dos resultados que
siguen en el caso de anillos conmutativos:

- I es maximal si y sélo si ? no tiene ideales bildteros (corolario 2.1.15),

- B es un anillo con divisién si y sélo si no tiene ideales a izquierda ni a derecha (proposicién
2.1.7).

Sin embargo, presentamos una prueba autocontenida para ejercitar la manipulacién con
ideales maximales y con anillos cociente:
(=) Seaace ? tal que @ £ 0. Veamos que es invertible.

Como a ¢ I, se tiene que I S I + (a) ={x+ay:xz € l,ye A}. Como I es maximal, esto
implica que I + (a) = A. En particular A 5 1 = = + ay para ciertos z € I,y € A. Por lo
tanto ay — 1 € I, es decir, ay = 1 = ya.

(<) Si ? es un cuerpo, entonces sus unicos ideales son {0} y ?. El teorema de correspon-
dencia 3.1.6 nos indica que estos estdn en biyeccién con los ideales de A que contienen a
I, entre los cuales necesariamente estan [ y A, por lo tanto no puede haber més. Esto nos
dice exactamente que I es maximal.

2. (=) Sean @,b e % tales que ab = ai) = 0. Entonces ab € I. Como I es primo esto implica

que ael obel, es decir,a=0o0b=0, probando que é es un dominio.

|
I

(<) Sea ab € I. Entonces 0 = ab = ab. Como 4 es dominio, esto implica que @ = 0 o
es decir a € I o be I, de donde I es un ideal primo.

0 <l

Se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.1.17. Sea A un anillo conmutativo.
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1. Todo ideal maximal en A es primo.

2. Sip:A— B un morfismo de anillos, entonces Ker ¢ es mazimal si y sélo si Im ¢ es un
cuerpo, y Ker ¢ es primo st y solo si Im ¢ es un dominio.

Observacion 2.1.11. A partir de los resultados anteriores y del ejemplo 2.1.6, se tiene:
= Sea m € Z. Son equivalentes:

(i) Zy, es un cuerpo,
(ii) Zy, es un dominio,

(iii) m es un nimero primo.

En efecto, tenemos (iii) implica (i) y (iii) implica (ii). Para los reciprocos, supongamos que
m no es primo. Se tiene entonces m = ab,a,b ¢ {1, —1}. Entonces (m) < (a) por lo que no
vale (ii) y ademads a,b ¢ mZ mientras que ab € nZ, por lo que no vale (i).

= Si consideramos el morfismo ¢, : Z[x] — Z tal que (¢n))z = idz ¥y pu(z) = n, como
Im ¢, = Z es un dominio que no es un cuerpo, se deduce que Ker ¢,, < Z[z] es un ideal
primo que no es maximal. En particular Ker pg = (z) = {p € Z[z] | p(0) = 0} es un ideal
primo no maximal. En efecto, (z) & {p € Z[z] | p(0) € 2Z}.

» Sea k un cuerpo. Para cada « € k, el ideal I, = (x — «) es maximal en k[z]. (Veremos
mas adelante que hay ideales maximales que no son de la forma 1,).

» Sea k un cuerpo. El tdnico ideal maximal de k[[z]] es (z). En efecto, supongamos que
M es maximal. Observemos primero que si f € k[[x]] es tal que f(0) # 0, entonces f es
invertible. Es claro entonces que Vf € M se tiene f(0) = 0, entonces todo f € M es de la
forma f = gz y por tanto M < (x) < k[[z]] es decir M = (z).

Observacion 2.1.12. Sea A un anillo. Llamémosle X al tinico morfismo de anillos Z — A, es decir
nveces

X(n)=n-14=14+---+14. El ntcleo de X es KerX = {ne€Z:n-14 = 0} = mZ para algin
m € N.2 Definimos la caracteristica de A como m. Notamos car A = m. A modo de ejemplo, el
unico anillo de caracteristica 1 es el anillo trivial {0}.

El primer teorema de isomorfismo afirma que % ~ Im X < A. Observar que si ¢ : R — S es
un morfismo de anillos y R es un anillo conmutativo, entonces Im ¢ es un subanillo conmutativo
de B. En este caso tenemos que Im X < A es un subanillo conmutativo.

Si ademés A no tiene divisores de cero ni a izquierda ni a derecha (por ejemplo, si A es
un dominio o un anillo con divisién), entonces Im X tampoco tendrd. En este caso % es un
dominio, de donde mZ es un ideal primo. En conclusiéon, m = 0 o m = p es un nimero primo.

En particular, un cuerpo tiene caracteristica cero o caracteristica prima.

2.1.10. Anillos de fracciones y localizacién

Los numeros racionales pueden construirse de manera algebraica a partir de los enteros de
la siguiente manera: se considera el conjunto Z x Z\{0} = {(a,b) | a,b € Z,b # 0} y se define la
relacién:

(a,b) ~ (¢,d) siy sélo si ad = be.

2De manera equivalente se define la caracteristica del anillo como el menor n positivo tal que n-14 = 0 si
existe, o como 0 si no existe.
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A partir de la conmutatividad y la ausencia de divisores de cero en Z, se prueba que esta

relacién es de equivalencia y se nota § a la clase del elemento (a,b) y Q al conjunto cociente.

La idea es que § = § < ad = bc permite definir un racional como un par de enteros, con el

segundo no nulo.

La aplicacién que asocia a cada entero n el par (n,1) € Q es una funcién inyectiva. Se quiere
dar a Q una estructura de anillo que sea coherente con la estructura de anillo de Z (esto es,
una estructura tal que la inyeccién antes mencionada sea un morfismo de anillos). Para esto se

define
a ¢ ad+be

ac

a c
ac_ o
b d bd b d bd
y se prueba que (Q,+, 2, e, 1) es un cuerpo.

Esta construccién puede generalizarse en dos etapas:

1. se puede considerar en lugar de Z un dominio cualquiera A y dar una estructura de cuerpo
a un cociente del conjunto A x A\{0}: este cuerpo se llama cuerpo de fracciones de A,

2. en la construccién del cuerpo de fracciones se toman todos los elementos no nulos de A
y se transforman en invertibles: una construccion maés general permite transformar en
invertibles los elementos de un subconjunto multiplicativo S de un anillo conmutativo
A, mediante un proceso cuyo resultado no es necesariamente un cuerpo sino un anillo
conmutativo llamado anillo de fracciones de A respecto de S.

La construccién del cuerpo de fracciones a partir de un dominio A es andloga a la de Q a
partir de Z. Vamos a concentrarnos en la segunda etapa y luego ver al cuerpo de fracciones
como un caso particular de anillo de fracciones.

Definicion 2.1.12. Sea A un anillo conmutativo. Un conjunto S € A se dice multiplicativo o
multiplicativamente cerrado si 1€ Sy ste S Vs,te S.

Ejemplos 2.1.7 (Conjuntos multiplicativos). 1. {1}, A son conjuntos multiplicativos en A,
2. para cada a € A, el conjunto {a" | n € N} es multiplicativo en A,
3. si P es un ideal primo de A, el conjunto S = A\P es multiplicativo,

4. en particular, si A es un dominio, A\{0} es multiplicativo.

Definimos en A x S la siguiente relacién:
(a,s) ~5 (b,r) siy solo si existe t € S tal que t(ar — bs) = 0.

Notamos ¢ a la clase de equivalencia del par (a, s).

Observacion 2.1.13. 1. Sean A un anillo conmutativo y S un conjunto multiplicativo en
A. La relacién ~g definida en A x S es de equivalencia. En efecto, es reflexiva porque
(a,s) ~s (a, s) se verifica tomando ¢t = 1 € Sy usando la conmutatividad de A. La relacién
es simétrica porque A es conmutativo. Para la transitividad, supongamos (a, s) ~g (b, r)
y (b,r) ~s (¢,v). Existen ¢,t' € S tales que t(ar — bs) =0y t/(bv — er) = 0. Se tiene que
tt'rav = tt'bsv = tt'crs de donde tt'r(av — ¢s) = 0. Como t,t',r € S se tiene que tt'r € S,
de donde (a, s) ~g (¢, v).

. _ at
2. Se tiene que ¢ = % Vae A,s,t€ S.
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3. Si A es un dominio y 0 ¢ S, la relaciéon puede expresarse como (a, s) ~g (b,t) si y s6lo si
at = bs.

Proposicién-Definicién 2.1.2. Sean A un anillo conmutativo y S un conjunto multiplicativo
en A. El conjunto cociente AN—XSS admite una estructura de anillo conmutativo que llamamos

anillo de fracciones (o de localizacién) de A respecto de S y notamos S~ A, cuyas operaciones
se definen como sigue:

ab

a b:at—i-bs Q.Q:7’ Va,be A s,te S,
s t st

st st

Demostracion. Verifiquemos primero que las operaciones estan bien definidas. Para +, es claro
i

por la conmutatividad de la suma y el producto en A que alcanza con probar que si ¢ = &
/ / . . .

entonces at%tbs = % para todo b € A,t € S. Ahora bien, si existe z € S tal que zas’ = xd's,

entonces

z(at + bs)(s't) = zas't? + xbs'st = xa'st* + xbs'st = wst(a't + bs')

y se deduce la igualdad.
Andlogamente, para e alcanza con observar que si § = ‘;—,/ entonces % = %’ para todo
be A,t € S. La implicancia es inmediata puesto que zas’ = xa’'s implica xas'bt = xa’sbt.
Veamos ahora que + define una estructura de grupo abeliano. La conmutatividad es clara.

La asociatividad se deduce de:

(at + bs)r +cst  atr + (br + ct)s
str B str

Ya,b,ce A,s,t,r € S.

i g 240 —ald+s0 _ayy —aa_ 0 _0
Se tiene ademds {43 = “ - =Ty *+ ¢ =5 =17,Vae A,;s€ 8.

La operacion e es claramente asociativa y conmutativa y % es su neutro.
Finalmente, para verificar que el producto es distributivo respecto de la suma, es decir que

se cumple

% (b—I—C) = a—b—l—% Va,b,ce A,s,t,r € S.

s t st sr
observemos que el término de la izquierda de la igualdad es % o 22kt — a(b;;d) y el de la derecha
es abs;”;;:ﬂzcst _ ab?;;i—ract n

Observacion 2.1.14. Si 0 € S, entonces ¢ = % Yae A,se S,y por tanto S~ A = {0}.

Veamos ahora como se relacionan el anillo original A con el anillo de fracciones S~!A.

Proposicion 2.1.18. Sean A un anillo conmutativo y S un conjunto multiplicativo en A. La

funcion
ng:A—StA
a
av— —
1
es un morfismo de anillos.
Demostracion. A cargo del lector. O

Proposicién 2.1.19 (Propiedad universal del anillo de fracciones). Sean A un anillo conmu-
tativo y S < A un conjunto multiplicativo. Si ¢ : A — B es un morfismo de anillos, donde
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B es un anillo conmutativo tal que (S) < B>, entonces existe un iunico morfismo de anillos
$: S7YA — B que hace conmutar el siguiente diagrama:

AL}B

.-‘\I
nl -
.

S—1A
Demostracion. A cargo del lector (haremos la demostraciéon de un caso particular en la proposi-
cién 2.1.21). O

Observacion 2.1.15. Supongamos que 0 ¢ S.

= El morfismo 7g es inyectivo si y sélo si S no tiene divisores de cero. En efecto, sea a € A
tal que ns(a) = 0. Entonces § = % lo que implica que existe s € S tal que as = 0. Como
s # 0 y S no tiene divisores de cero, se deduce a = 0. Reciprocamente, si s € S es un
divisor de cero, existe a € A tal que as = 0y a # 0. Se deduce ng(a) = 0 y por lo tanto

que 7g no es inyectiva.

= En particular, si A es un dominio, entonces 7g es inyectiva si y sélo si 0 ¢ S.

Proposicion 2.1.20. ng es un isomorfismo si y solo si todos los elementos de S son invertibles
en A.

Demostracion. Es claro que si todos sus elementos son invertibles, S no tiene divisores de cero
y por lo tanto se tiene que 7g es inyectiva. Ademds, Vae A,s€ S : ¢ = Q = ng(s~ta), por lo
que se tiene también la sobreyectividad. Reciprocamente, si ng es sobreyectiva, Vs € .S, existe
a € A tal que % = ¢, por lo que existe t € S tal que t = ast. Se deduce % = % de donde 1 = as
y por lo tanto s es invertible. O

Proposicién-Definicién 2.1.3. Sean A un dominio y S = A\{0}. El anillo de fracciones S~1A
es un cuerpo que llamamos cuerpo de fracciones de A y notamos Frac(A). Notaremos 7 al
monomorfismo candénico A — Frac(A).

Demostracién. Si ¢ # 0, entonces no existe ¢ € S tal que ta = 0. En particular a = 1-a # 0,
por lo que a € S'y 2 es el inverso de ¢. O

Proposicién 2.1.21 (Propiedad universal del cuerpo de fracciones). Sea D un dominio. Para
cada cuerpo k y cada monomorfismo de anillos ¢ : D — k existe un unico morfismo de anillos
¢ : Frac(D) — k que hace conmutar el siguiente diagrama:

D—% Lk

T
R

Frac(D)

Demostracion. Para la existencia, alcanza con definir

& (%) = p(a)p(b) L, Va,be Ab£0 (%)

(notar que si b # 0 entonces p(b) # 0 y por tanto es invertible en k) y probar que es un morfismo
de anillos que hace conmutar el diagrama.

Para la unicidad basta ver que la condicion de conmutatividad del diagrama es
@(%) = p(a) Ya € Ay la condicién de que ¢ es morfismo de anillos implica ¢(3) = ¢(b)~?
Vb e A,b £ 0. Combinando ambas igualdades y usando que ¢ preserva el producto, se deduce
que ¢ tiene que estar definida por la férmula (). O
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Ejemplos 2.1.8 (Cuerpos de fracciones). Sea k un cuerpo.

[a—

. Frac(Z) = Q (ver observacién 2.1.13.4),
2. Frac(k) = k.

3. Se define el anillo de las funciones racionales con coeficientes en k en indeterminadas
X1, .., Ty COMO

k(z1,...,2,) = Frac(k[zy,...,z,]) = {‘; | frgeklzy,...,zn],9 # 0},

4. Se define el anillo de las series de Laurent formales como

() = Frac (K[[+]]) = {f; | .9 € K[a]], g # o} - {h | hek[a]]ne N}.

La dltima igualdad se prueba usando que todo g € k[z] no nulo es de la forma g = z"¢;
para cierto natural n y cierto g1 € k[[x]] invertible. Andlogamente se define k((x1,...,zy))
como el cuerpo de fracciones del anillo de series en las variables x1,xo,- - , xy,.

En el caso particular en que el conjunto multiplicativo S es el complemento de un ideal
primo P, el proceso se llama de localizacion respecto del ideal P. La construccién del cuerpo de

fracciones de un dominio es un caso particular de localizacién respecto de un ideal (considerando
P = {0}).

Definicién 2.1.13. Si A es un anillo conmutativo y P es un ideal primo en A, llamamos
localizacion de A respecto de Py notamos A(p) al anillo de fracciones S 1A, donde S = A\P.

Definicion 2.1.14. Un anillo conmutativo se dice local si tiene un tnico ideal maximal.

Ejemplos 2.1.9. Todo cuerpo es un anillo local.

Vamos a ver que la construccion del anillo de fracciones permite obtener anillos locales a partir
de ideales primos.

El anillo de series formales en x con coeficientes en un cuerpo es local (su tnico ideal maximal
es (z). Ver ejercicio del repartido 4 al respecto).

Proposicion 2.1.22. Sea A un anillo conmutativo no trivial. Son equivalentes:
1. A es local,
2. la suma de dos elementos no invertibles es no invertible,

3. A\A* es un ideal de A.

Demostracion. (1 = 2) Supongamos que A es local y que M es su ideal maximal. Si x,y ¢ A
entonces existe un ideal maximal que contiene a x y otro que contiene a y. Como hay un dnico
ideal maximal, se tiene x,y € M y por tanto x + y € M. Como M # A, se deduce que = + y es
no invertible.

(2 = 3) Sabemos que A\A* es no vacio (porque A es no trivial) y cerrado por la suma. Por
otra parte si x es no invertible, también lo es —z. Ademas, si = es no invertible, es claro que az
es no invertible para cualquier a € A. Se deduce que A\A* < A.

(3 = 1) Es claro que cualquier ideal propio de A estd formado por elementos no invertibles,
es decir que esta contenido en A\A*. Como consecuencia, si A\A* es un ideal, entonces es el
tnico ideal maximal. ]
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Proposicién 2.1.23. Dado A un anillo conmutativo y P un ideal primo de A, el anillo A(p)
es local y su nico ideal mazimal es ST'P := {E | pe P,s ¢ P}.

Demostracién. Es claro que S™'P es un ideal de A(p)- Ademds, su complemento consiste de los

elementos de la forma é con t,s € S, y por tanto consiste de elementos invertibles. Se deduce
por la proposicién anterior que S™'P es el tinico ideal maximal de Acpy- ]

Ejemplo 2.1.4. Tomemos pZ <1 Z, siendo p € Z primo. La localizacién de Z respecto de pZ es
el subanillo

Ly = {% | b no es multiplo de p} c Q.

Su unico ideal maximal es {% | @ es multiplo de p,b no es multiplo de p}.

2.2. Divisibilidad en dominios

En este capitulo D siempre serd un dominio, es decir un anillo conmutativo D # {0} sin divisores
de cero.
2.2.1. Generalidades

Definicion 2.2.1. Sean a,b € D. Decimos que a divide a b, que a es divisor de b o que b es
maultiplo de a si existe c € D tal que b = ac. En este caso notamos a | b.

Ejemplos 2.2.1. Para todo a € D, se tiene:
1] a, a |l a, a0, 0| a siysélosia=0, a|l siysdblosiaeD*.
Observacion 2.2.1. = Las siguientes propiedades se verifican facilmente:

Sia|bya|Ventoncesa | (b+b),al| (b—"0b)ya®|bl.

Sia|byb]| c entonces a | c.

» La relacién “divide a.®s entonces lo que se conoce como un preorden en D* (es reflexiva y
transitiva, pero en general no antisimétrica: 1 | —1 | 1). Como todo preorden induce una
relacién de equilalencia definida por a ~bsiy sélosia | by b | a.

Proposicion 2.2.1. Sea ~ la relacion en D definida en la observacion anterior. Se tiene a ~ b
si y solo si existe u€ D* tal que a = ub.

Demostracion. Si existe u € D> tal que a = ub, se tiene también b = v 'a y por lo tanto
a ~ b. Reciprocamente, supongamos que a = zb y que b = ya. Entonces a = xya y por tanto
a(l — zy) = 0. Como D es un dominio, tenemos dos posibilidades: a = 0 0 zy = 1. Si a = 0,
entonces b = ya = 0 y se deduce a ~ b. Si zy = 1, entonces z € D* y por tanto a = b ~ b. [

Definicion 2.2.2. Sean a,b e D. Decimos que a y b son asociados si a ~ b.

Observacion 2.2.2. La prueba de la proposicién anterior permite afirmar ademas que si b€ D es
no nulo, entonces
2b~b=zxe D*.

La siguiente proposicién traduce estas nociones de divisibilidad en términos de ideales principales.

Proposicion 2.2.2. Sean a,be D. Entonces:

1. a | b siy sdlo si (b) < (a),
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2. a~bsiysolo si(a)=(b),

3. a|bya+bsiysdlosi(b) < (a),

4. a€ D* siy sdlo si(a)=D.
Demostracion. A cargo del lector. O
Definicion 2.2.3. Sea a € D no nulo y no invertible. Decimos que a es:

s irreducible si Vb,c€ D : a = be implica be D* o ce D™,

= primo si Vb,ce D :a | bcimplicaa | boa | c.

Observacion 2.2.3. 1. Sea a € D no nulo y no invertible. Entonces a es irreducible si y s6lo
siVbe D:b | aimplicabe D* o b ~ a.

2. Todo primo es irreducible.
3. Supongamos p ~ ¢. Si p es irreducible, también lo es ¢. Si p es primo también lo es q.
Ejemplos 2.2.2. 1. En Z y k[z] (k cuerpo) los primos y los irreducibles coinciden.

2. Sea k un cuerpo. Pongamos D = {a + 2%p(z) | a € k,p(z) € k[z]} < k[z]. El elemento
z2 € D es irreducible pero no es primo. En efecto z? | 2323 = 222 pero 22 f x3.

3. El polinomio 2% — 2 es irreducible y primo como elemento de Z[z] pero no lo es como
elemento de R[z].

4. El polinomio 2z — 2 es irreducible y primo como elemento de R[z] pero no lo es como
elemento de Z[x].

Proposicion 2.2.3. Sea a € D no nulo y no invertible. Entonces:
1. a es primo si y sélo si (a) es un ideal primo en D,

2. a es irreducible si y sdlo si (a) es mazximal (respecto de la inclusion) en la familia de
ideales principales propios de D.

Demostracion. A cargo del lector. O

Definicion 2.2.4. Si a,b € D no son simultdneamente nulos, decimos que d € D es un mdximo
comun divisor de a y b si verifica

dla, d|b, y VYceD cl|la, c|b=c]|d.

Observacion 2.2.4. 1. En un dominio cualquiera no tiene por qué existir el maximo comun
divisor. En efecto, en el ejemplo 2.2.2.2, los elementos z° y 2° tienen como conjunto de
divisores comunes a {a | a € R} U {ax? | a € R} U {az® | @ € R}. Sin embargo ninguno de
los elementos de este conjunto es multiplo de todos los demas.

2. Sidy d' son maximos comunes divisores de a y b, entonces d ~ d'. Notamos mcd (a, b) a
la clase de equivalencia definida por a y b.

Abuso de notacién: En caso de existir maximos comunes divisores de a y b, notaremos
mecd (a,b) = d en lugar de d € med (a, b).
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Proposiciéon 2.2.4. 1. Sia,be D son tales que a | b, entonces med (a,b) = a. En particular
med (a,0) = a y med (a,b) = 1 siempre que a € D*.

2. Sipe D es irreducible, entonces med (a,p) =1 o med (a,p) = p.

Demostracion. 1. La afirmacion y el primer caso particular son claros. Si a es invertible,
entonces b = aa~'b y por tanto a | b. Se deduce que med (a,b) = a y como a ~ 1, entonces
med (a,b) = 1.
2. Como p es irreducible, sus divisores son 1, p o sus asociados, en particular mcd (a, p) es
uno de estos. O
Definicion 2.2.5. Sean aq,as,...,a, € D no simultdneamente nulos. Decimos que d € D es un
mdaximo comin divisor de ay,asg,...,a, y notamos d = med (aq, ..., a,) si

dla; Yie{l,2,....,n} y VYceD c|a;Vi=c]|d.

Observacion 2.2.5. 1. Aqui también vale la unicidad a menos de asociados y haremos un
abuso de notacién andlogo.

2. Sin pérdida de generalidad, se puede asumir que todos los a; son no nulos puesto que si

a; = 0, es facil ver que se tiene med (a1, ag, ..., a,) = med (a1, ..., QGi—1, Qig1y---,0p).
3. Supongamos que a; # 0 para todo ¢ < n. Entonces si d; = mcd (a1, as,...,a,-1), se tiene
med (a1, a9, ..., a,) = med (di, ay).

4. De la observacién anterior se deduce que si existe med (a,b) para cualesquiera a,b € D,
entonces existe med (ag, ag, ..., a,) cualesquiera sean aj,ag,...,a, € D, n > 3.

2.2.2. Dominios de factorizacién tnica

Definicion 2.2.6. Un dominio D se dice dominio factorial o dominio de factorizacion unica
(abreviado DFU) si verifica:

» (Existencia de la descomposicién factorial) Para cada a € D no nulo y no invertible, existen
P1, P2, - - -, Pn irreducibles tales que a = p1p2 - - - pn.-

» (Unicidad de la descomposicién factorial) Si pip2 - - - pn = q1q2 - - - gm, con p;, g; irreducibles
para cada i € {1,2,...,n},5 € {1,2,...,m}, entonces n = m y existe una funcién o :
{1,2,...,n} = {1,2,...,m} tal que p; ~ g,;).-

Observacion 2.2.6. 1. La unicidad de la factorizacién implica que puede asumirse ¢ inyectiva.
En efecto, si n = 1 es claro. Supongamos que ¢ es inyectiva para ng y probémoslo para
ng + 1. Tomemos

P1P2 - " PnoPno+1 = 4142 " * - dm.

Existe j € {1,2,...,m} tal que ¢ ~ pny+1, por lo que se tiene xp,,+1 = ¢; para cierto x
invertible. Cancelando p,,+1 en la igualdad de arriba, se deduce:

D1P2 " Pny = z  qiqe - q5—-195+1 " qm-

Tomando o : {1,2,...,n9} — {L1,2,...,m}\{j} inyectiva y extendiéndola a
o {1,2,---,ng+ 1} — {1,2,...,m} mediante 7(i) = o(i),Vi < ng, a(ng + 1) = j,
obtenemos @ inyectiva.
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2. En la prueba de la observacion anterior no se usé la condicién n = m exigida para la
unicidad de la descomposicién factorial. De hecho, esta condicion puede eliminarse de la
definicién. En efecto, por la observacion anterior se deduce n < m, y luego intercambiando
los roles de los p; y los ¢; se deduce m < n y se obtiene m = n (y por lo tanto o es, de
hecho, biyectiva).

3. La existencia de la factorizacion implica que todo elemento no nulo a € D es de la forma
a = up{'py? - p%n, con ue DX, neZ", p; irreducibles no asociados dos a dos y ; € N
para todo 7 € {1,...,n}.

En efecto, si a es invertible, se toma n cualquiera y «; = 0 para todo i € {1,...,n}. Si
a no es invertible, se tiene a = q1q2 - - gm, con g; irreducible para todo j € {1,...,m}.
Agrupando los ¢; que sean asociados y usando que el producto de invertibles es invertible,
se tiene el resultado.

La siguiente proposicion muestra que a | b si y sélo si “la factorizacion de a estd contenida
en la de b”.

Proposicion 2.2.5. Sean D un DFU y a,b€ D no nulos y no invertibles. St a = pips---pn y
b=qiqo - qm, entonces son equivalentes:

(i) a|b
(ii) existe una funcion inyectiva o : {1,2,...,n} — {1,2,...,m} tal que p; ~ qu)-

Demostracion. Si a | b, entonces existe x € D tal que ax = b. Poniendo z = riry - - - 1, se tiene

P1p2 - PpT172 Tt = 4142 - " Gm

y se deduce la tesis, a partir de la Observacién 2.2.6.
Reciprocamente si existe tal o se tiene que

b_HQJ_prZ 1_[ qgj = xa 1_[ 4q;

i=1  j¢Im (o) j¢Im (o)
para cierto z € D*. O

Proposicion 2.2.6. Sea D un dominio en el que todo elemento mo nulo y no invertible se
descompone en producto de irreducibles. Entonces son equivalentes:

= D esun DFU,
= todo irreducible en D es primo.

Demostracion. Supongamos primero que D es un DFU y que p es irreducible y que p | ab.
Pongamos a = pips--prn ¥y b= q1q2 - - ¢mm. Se tiene ab = pc para cierto ¢ = riry---ry € D. De
la igualdad

prirz---T¢ = pPiP2 - Pnqiq2 - qm

y la unicidad de la descomposicién en irreducibles, se deduce que existe i € {1,...,n} tal que
p ~ p; o existe j € {1,...,m} tal que p ~ ¢;. En el primer caso p | a y en el segundo p | b.
Reciprocamente, supongamos que todo irreducible en D es primo y que pips2...p, =
q1q2 - - - @m, con p;,q; € D irreducibles Vi < n,j < m. Para cada ¢ < n, como p; es primo
y divide al término de la derecha, se tiene que p; | g; para cierto j < m. Como ademds g; es
irreducible, se deduce p; ~ g;. O
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2.2.3. Dominios a ideales principales

Definicién 2.2.7. Un dominio D se dice dominio a ideales principales (DIP) si todo ideal de
D es principal, es decir, si todo ideal de D esta generado por un elemento.

Ejemplos 2.2.3. = El anillo de enteros Z es un DIP puesto que sus ideales son de la forma
nZ, es decir principales.

» El anillo de polinomios k[z] es un DIP si y sélo si k es un cuerpo.

Observemos primero que si k no es un cuerpo, existe a € k no invertible y no nulo. Es facil
ver que el ideal I = {p € k[z] | p(0) es multiplo de a} no es principal. En efecto, a € I y
x € I, pero el dnico divisor comun entre ellos es 1, por lo que si I fuera principal seria
I=()=Kk[xz].

Reciprocamente, si k es un cuerpo, la divisiéon euclidea de polinomios nos permite probar
de manera andloga que en el caso de Z que todos los ideales de k[z] son principales?. En
efecto, dado un ideal I, consideremos un polinomio f € I de grado minimo entre los grados
de los polinomios en I. Sea g € I cualquiera. Como gr(g) = gr(f) se tiene g = fq + r, con
gr(r) < gr(f) or =0. Peror = g— fqe I, por lo que no puede tener grado menor que el
grado de f. Se deduce r = 0 y por tanto I = (f).

Proposicion 2.2.7. Sean D un DIP, I <1 D. Son equivalentes:
1. I es mazrimal,
2. I es primo.

Demostracion. Ya sabemos que (1) implica (2) en un anillo conmutativo. Para (2) implica (1),
supongamos que [ es primo y que I & M < D. Sean p,q € D tales que I = (p) y M = (q). Se
tiene p = xq para cierto x € D no invertible. Por ser I primo y como ¢ ¢ I, se deduce x € I, de
donde x = py y por tanto x ~ p. Pero entonces ¢ es invertible y por tanto M = D. ]

Corolario 2.2.8. En un dominio a ideales principales, todo irreducible es primo (y reciproca-
mente).

Demostracion. Sip e D es irreducible, entonces I = (p) es maximal respecto de la inclusién en
la familia de ideales principales propios; como D es un DIP, se deduce que I es maximal y por
tanto primo. En consecuencia, p es primo. ]

Queremos probar que todo dominio a ideales principales es un dominio de factorizacién
unica. El lector podré observar que, existiendo la descomposicion en producto de irreducibles,
el corolario anterior asegura la unicidad de la descomposicién a menos de asociados (esto
quedara claro de todas formas en la prueba del Teorema 2.2.9). Queremos entonces estudiar
qué particularidad de los dominios a ideales principales es la que asegura la existencia de la
descomposicién. Esta es el hecho de que todo ideal sea finitamente generado. Los anillos que
verifican esto tienen su importancia propia en teoria de anillos, es por esto que les dedicamos el
proximo apartado.

3Estos dos son casos particulares de una observacién méas general, y es que cualquier dominio euclideo es a
ideales principales: ver practico 5.
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Anillos noetherianos

En esta seccion, estudiamos una condicion de finitud de anillos, que se muestra ligada a la
existencia de la descomposicién factorial en dominios (ver Teorema 2.2.11).

Proposicion 2.2.9. Consideremos un anillo conmutativo A. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. Todo ideal de A es finitamente generado.

2. Toda sucesion creciente de ideales en A estabiliza. Esto es, sily c Iy c---c I, C -+ es
una cadena de ideales de A, entonces existe n € Z*1 tal que I, = I,,41 = -+ -.

3. Toda familia no vacia de ideales de A contiene un elemento mazximal respecto de la
inclusion.

Demostracion. Supongamos primero que todo ideal de A es finitamente generado y tomemos
una sucesién creciente de ideales:

Lchc---cl,c---c A

Sea I = |J I,. Como los Ij, estan encajados, I es un ideal de A (como en la demostracién

n=0
de la existencia de ideales maximales). Existen entonces x1, z9, ...,z € A tales que el conjunto
{x1,x9,...,2%} genera al ideal I. Para cada i € {1,...,k} se tiene que z; € I, luego existe
n; € Z* tal que w; € I,,,. Por lo tanto si N = méx{ni,...,n;} entonces I  Iy. Se deduce que

I, = I paratodon = N.

Para probar (2) implica (3), consideremos una familia F no vacia de ideales y un elemento
I; € F.Si I1 no es maximal, estd propiamente contenido en otro ideal Iy € F. Si I no es maximal,
estd propiamente contenido en otro ideal I3 € F. Se construye asi una cadena estrictamente
creciente de idealesen F: [y S I, & --- & I, & -- -, lo que contradice (2). Se deduce que para
algin n, I, es maximal en F.

Finalmente, supongamos que vale (3) y que I es un ideal de A. Consideremos la familia
{J<I|J<A,J finitamente generado}. Es no vacia porque contiene al ideal {0} y tiene por
tanto un elemento maximal M. Si M # I, entonces existe © € I\M y el ideal generado por
M U {x} es finitamente generado y estd incluido en I. Esto contradice la maximalidad de M
como elemento de la familia. Se deduce entonces que M = I y por tanto que [ es finitamente
generado. O

Definiciéon 2.2.8. Un anillo conmutativo que verifica una de las condiciones de la Proposicién
2.2.9 se dice noetheriano.

Ejemplos 2.2.4. = Todo DIP es noetheriano.
» El anillo de polinomios en infinitas variables k[z1,x2,...,Zy,...]| no es noetheriano.

» Maés adelante (Teorema 2.2.10) probaremos el teorema de la base de Hilbert que afirma
que si A es un anillo noetheriano, entonces A[zq,...,z,] es noetheriano.

Observacion 2.2.7. La nocién de noetherianidad tiene su versién lateral (considerando ideales a
izquierda o a derecha), pero estamos interesados en el caso de anillos conmutativos, y por eso
asi la definimos.

31



El siguiente teorema permite deducir que los anillos de polinomios en finitas variables
Alxy,z2- -+, xy,] si son noetherianos siempre que A lo sea.

Teorema 2.2.10 (Teorema de la base de Hilbert). Sea A un anillo conmutativo. Si A es
noetheriano, entonces Alx| también lo es.

Demostracion. Tomemos un ideal J <9 A[z]. Vamos a probar que J es finitamente generado.
Para esto, consideramos I, = {a € A | existe f € J con gr(f) = n,a = £(f)} U {0}: en otras
palabras, el conjunto de los coeficientes lideres de los polinomios de grado n de J. Es facil ver
que I, es un ideal de Ay que I, < I,,11,¥n € N. Como A es noetheriano, la sucesion estabiliza
en algun I.

Para cada i < n, el ideal I; es finitamente generado, pongamos que estd generado por ciertos
{ai, aso, ...,k }. Sean fi; € J de grado i tales que £(f;;) = asj.

Tomemos f € J no nulo. Probaremos por induccién en gr(f) que f estd generado por los
fij- Sigr(f) =0, entonces f € Iy y esta generado por {fy; | j < ko}. Supongamos que todos los
polinomios en J de grado menor que n estdn generados por los f;; y probemos que los de grado
n también lo estan.

Sea f € J, con gr(f) = n. Se tiene ¢(f) € I, < Iy, por lo que £(f) = > Asjan;. Si

i<kn
n < n, el polinomio f — Z/\ﬁj fnj € J es nulo o de grado estrictamente menor que n, por
lo que estd generado por los f;;. Se deduce que f también lo estd. Si n > 0, el polinomio
[ =22" " \s;frj € J es nulo o de grado estrictamente menor que n, por lo que se deduce otra
vez que f estd generado por los f;;. O

Todo DIP es un DFU

Teorema 2.2.11. Si D es un dominio tal que:
1. D es noetheriano,
2. todo irreducible en D es primo,

entonces D es un dominio de factorizacion unica.

Demostracion. Vamos a ver que la primera condicién implica la existencia de la descomposicién,
v que la segunda implica la unicidad.
Para la existencia, consideremos la familia

F=A{(a)|a¢ D*,a # 0,a no se descompone en producto de irreducibles}.

Queremos ver que F = (F. Si fuera no vacia, como D es noetheriano, existe ays € D tal que
(apr) es un elemento maximal en F. En particular se tiene que aps es no nulo y no invertible
y que aps no es irreducible (por no ser producto de irreducibles). Por tanto ap; se descompone
en producto de dos elementos no nulos y no invertibles de D: aj; = zry. Ademads, como ays no
es producto de irreducibles, o bien x o bien y no es producto de irreducibles. Supongamos sin
pérdida de generalidad que x no es producto de irreducibles. Se tiene entonces

() € Fy (anm) < (2),

lo que contradice la maximalidad de (aps) como elemento de F.
Para la unicidad de la descomposicién, alcanza con aplicar la Proposicién 2.2.6.
Recordamos que puede deducirse n = m como se muestra en la observacion 2.2.6.2. ]
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Como todo dominio a ideales principales es noetheriano y verifica la condicién de que los
irreducibles son (los) primos, se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.2.12. Todo dominio a ideales principales es un dominio de factorizacion unica.

El reciproco no es cierto, i.e. hay dominios de factorizacién tnica que no son dominios
a ideales principales. Un ejemplo es el anillo de polinomios Z[x] y generalizaciones de éste.
Entenderemos bien este hecho en la préxima seccion, dedicada a divisibilidad en anillos de
polinomios. Pero antes, una ltima observacién general.

Proposicién 2.2.13. Si D es un DFU, entonces existe med (a, b) para cualesquiera a,b € D no
simultdneamente nulos.

Demostracion. Pongamos
a=upl'ps? - pi, b= vpl'pht e pp,

con u,v € D™,y para cada ¢ < m, p; irreducible tal que p; # p; sii # j, y oy, 3; € N. Si tomamos
para cada i < m, v; = min{w, 5;}, entonces es facil (y queda a cargo del lector) verificar que

med (a,b) = p]'p3* - -plr. O

Definicién 2.2.9. Si a,b € D son no simultdneamente nulos, decimos que a y b son primos
entre si si existe med (a,b) y med (a,b) = 1.

Proposicién 2.2.14 (Lema de Euclides). Sean a,b, ¢ elementos no nulos en un dominio facto-
rial. Sia | be y med (a,b) = 1, entonces a | c.

Demostracion. Supongamos a = p1p2 - - - pm,, una descomposicién en irreducibles de a. Para cada

i€ {l,...,m}, se tiene que p; | bc y como p; es primo, se tiene que p; divide a b o divide a c.
Ahora bien, mcd (a,b) = 1, por lo que si p; | b, como también p; | a se tendria p; | 1 y por
tanto seria p; invertible. Entonces p; | ¢ para todo i € {1,...,m}, de donde a | c. O

Proposicion 2.2.15. Sean D un dominio a ideales principales y a,b € D no simultdneamente
nulos. Entonces:

1. existe med (a,b),

2. simed (a,b) = d entonces (a,b) = (d). En particular ezxisten z,y € D tales que ax +by = d
(identidad de Bézout).

Demostracion. La existencia de med (a,b) se debe a que D es en particular un dominio de
factorizacion tnica. Ademds, si consideramos el ideal

I=(a,b) = {az +by | 2,y € D},

como D es un dominio a ideales principales, existe ¢ € D tal que I = (c).

Como (a) € I, se tiene que ¢ | a. Andlogamente se tiene que ¢ | by por lo tanto ¢ | d.

Por otra parte d | ax + by para todo z,y € D, en particular d | ¢. Se deduce I = (d), por lo
que existen x,y € D tales que ax + by = d. ]
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2.2.4. Divisibilidad en anillos de polinomios
Polinomios como funciones

Recordemos que la propiedad universal de los anillos de polinomios da lugar a la existen-
cia, para cada a € A, del morfismo de anillos evaluacion en a g, : Alx] — A que verifica
gq(d) = d para todo de€ D, y gq(z) = a.

Para p € Alz] y a € D, usamos la notacién p(a) = e&,(p). Observar que el hecho de
que &, sea morfismo de anillos se interpreta con la nueva notacién mediante (p + ¢q)(a) =
p(a) + q(a), (pg)(a) = p(a)g(a) para todo p,q € A[xz]. Ademds si p = ¢ € A es un polinomio
constante entonces p(a) = ¢ para todo a € A.

Haciendo variar a € A, se obtiene una funcién

¢ : Alz] — A4, definida por p(p)(a) = p(a),

que resulta ser un morfismo de anillos si ponemos en el conjunto de funciones A4 la estructura
dada por la suma y el producto punto a punto.

Ahora bien, es claro que ¢ en general no es sobreyectiva (no toda funcién de D en D es un

. . . . 1 siz>0 . .
polinomio: la funcién f : Z — Z definida por f(x) = 0 sino no es un polinomio, pues
lim,— 1o f(z) = 1 y eso implicarfa que fuera el polinomio constante 1).

En cuanto a la inyectividad, el siguiente ejemplo muestra que ¢ en general no es inyectiva:

3 — 1 € Zs3[x] es no nulo; sin embargo, p(a) = 0 Ya € Zs, es decir (p) = 0.

p(z) ==

De hecho vamos a probar en la préxima seccion, para el caso de polinomios sobre dominios,

que @ es inyectiva si y sélo si D es infinito. Por lo tanto podemos identificar D con su imagen
©(D) de funciones polindmicas sélo en el caso que D sea un dominio infinito.

Raices

Se tiene la funcién deg : A[z]* — N que asocia a cada polinomio no nulo el méximo ex-
ponente en x de los monomios que lo conforman que nota deg(p) y se llama grado de p. Al
coeficiente asociado a x%eg(p) se le llama coeficiente lider de p. Notar que deg(p) = 0 si y
solo si p es constante.

Si A = D es un dominio y p, gsonnonulos, se verifica deg(pq) = deg(p) +deg(q), Vp, q € D|x]
y esto permite deducir que D|[z] también es un dominio.

Ademas, si A =k es un cuerpo, se tiene que para todos p,d € k[z],d # 0, existen ¢,r € k[z]
tales que p =dq+r y r =0 o deg(r) < deg(d). (esto asegura que k[x] es un dominio euclideo
como se vio en un ejercicio de préctico, y por tanto un dominio a ideales principales).

Observacion 2.2.8. Si t € D[x] es un polinomio con coeficiente lider invertible, entonces para
cualquier p € D|x], existen ¢, € D[x] tales que p=gqt +ryr =0 o0 gr(r) < gr(t).

En efecto, se puede ver que la divisién euclidea en k[z] da lugar a ¢ € D[z] y por tanto
r = p — gt € D[z]. Decimos que r es el resto de dividir p por q.

En particular, como el coeficiente lider de  — a es 1 y por tanto invertible, para cualquier
polinomio p € D[x] existen ¢,r € D[x] tales que p = (x —a)g+7r y re€ D.

Definicién 2.2.10. Sea p € D[z]. Un elemento a € D se dice raiz de p si p(a) = 0.
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Proposicién 2.2.16 (Teorema del resto). El resto de dividir un polinomio p € D[x]| por x — a
es pla).

Demostracion. Basta aplicar el morfismo de anillos ¢, a la igualdad p(x) = ¢(z)(z —a) +r. O

Corolario 2.2.17. Un polinomio p € D|z]| se escribe como (x — a)q para algin q € D[z] si y
sdlo si p(a) = 0.

De este corolario sacamos dos corolarios:
Corolario 2.2.18. Todo polinomio no nulo p € D|x] tiene una cantidad finita de raices.

Demostracion. Sea p € D[x] un polinomio de grado n. Sean ¢y, co, ... las raices diferentes de p
en D. Entonces p(z) = ¢1(x)(x —¢1), de donde 0 = p(c2) = q1(c2)(c2 —c1). Como ¢1 # co y D es
un dominio, entonces g1 (c2) = 0. Por lo tanto x — ¢y divide a g2, y p(z) = ¢3(x)(z — c2)(x — ¢1).
Por induccion llegamos a que dadas m raices diferentes cq,...,c, de p, el polinomio g,, =
(x —c1)(x —c2) -+ (x — ¢p) divide a p. Pero gr g, = m, de donde m < n. O

Proposicién 2.2.19. El morfismo ¢ : D[x] — DP definido por ¢(p)(a) = p(a) es inyectivo si
y solo si D es infinito.

Demostracion. Si D es finito, entonces D también lo es, pero D[z] es infinito, por lo que ¢ no
es inyectivo.

Si D es infinito y p € D[z] es no nulo, entonces p tiene una cantidad finita de raices y por lo
tanto algin elemento de D no es raiz de p, de lo que se deduce ¢(p) # 0. O

Contenido

Definicién 2.2.11. Sea D un dominio de factorizacién tnica y f = a,a"™ +---+a1x+ap € D|x]
no nulo. Se define el contenido de f como cont (f) = med (ay,...,a1,ap). Decimos que f es
primitivo si cont (f) = 1.

Ejemplo 2.2.1. = Todo polinomio mdnico es primitivo.
» f =2z + 3 es primitivo en Z[z], pero g = 2z + 4 no lo es, de hecho cont (g) = 2 » 1.

Observacion 2.2.9. 1. Notar que hacemos el mismo abuso de notacién que para el maximo
comun divisor. Si bien cont (f) es una ~-clase de equivalencia en D, usamos la notacién
para referirnos a cualquiera de sus representantes.

2. 81 f € Dlz] y a € D,a # 0, entonces cont (af) = acont (f). Ademés siempre existe
un (tnico a menos de multiplicar por un invertible de D) polinomio f € D[z] tal que
f = cont (f)f. Este polinomio f resulta obviamente primitivo.

Lema 2.2.20 (Lema de Gauss). Sean f,g € D[X], donde D es un dominio de factorizacion
unica.

1. Si f y g son primitivos, su producto fg también lo es.
2. Mds en general, se tiene cont (fg) = cont (f)cont (g).

Demostracion. 1. Supongamos primero que f y g son primitivos y que p € D es primo.
Pongamos f = apx™ +---+a1x+agy g = bpx™ + -+ brx + bg. Por ser f y g primitivos,
p f cont (f) y p t cont(g), por lo que existen i € {0,...,n},j € {0,...,m} tales que

35



a; y b; no son miltiplos de p. Podemos entonces considerar ip := min{i | p | a;} y
Jjo =min{j | p / b;}. Ahora bien, sea k = iy + jo; el término k-ésimo de fg es

apbr + arbp—1 + -+ aiobjo + -+ ap—1b1 + arbo.
Tenemos tres tipos de sumandos a;b; en el término de arriba:

= sumandos en que i < ig: p | a; y por tanto el sumando es miltiplo de p;
= sumandos en que j < jo: p | b; y por tanto el sumando es multiplo de p:

= el sumando a;,bj,: p f ai, y p 1 bj,, por lo que el sumando no es multiplo de p.

Para cada primo p, existe entonces un coeficiente que no es miltiplo de p (el k-ésimo,
segun la construccién de arriba). Se deduce cont (fg) = 1.

2. Supongamos ahora que f y g son polinomios cualesquiera y pongamos f = cont AOfy
g = cont (g)g, con f, g primitivos. Se tiene fg = cont (f) cont (g)fg, y como fg es primitivo
(por la parte anterior) se deduce que

cont (fg) = cont (f) cont (g) cont (fg) = cont (f) cont (g). O

Criterios de irreducibilidad

Proposicién 2.2.21. Sea K un cuerpo y p € K|[x] un polinomio de grado dos o tres. Entonces
p es reducible si y solo si tiene una raiz en K.

Demostracion. Un polinomio de grado dos o tres con coeficientes en un cuerpo es reducible si y
s6lo si tiene un factor lineal, pues K[z]* = K* = K\{0}. Por el corolario 2.2.17 esto ocurre si
y sélo si f tiene una raiz en K. O
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En lo queda de esta seccion, D sera un dominio y k denotara al cuerpo de fracciones
de D.

Proposicién 2.2.22 (Criterio de la raiz racional). Sea f = a,2" + ap_12" 1+ -+ a1 +ag €
D[X] con a, # 0, y sea % € k una raiz de f, con med (p,q) = 1. Entoncesp | ap y q | an en D.
n—1

., v
Demostracion. Tenemos que anlqj—n + anflzn—,l + -+ alg + ap = 0, por lo tanto

np" + 1P g+ - 4+ a1pg” ! + apg™ = 0 y entonces:
aoq" = —p(anp™ ' + an—1p" g+ +a1q" ")

Esto prueba que p | apg"™. Como med (p,q) = 1, entonces med (p, ¢") = 1. El lema de Euclides
(Proposicién 2.2.14) nos da que p | ag. Andlogamente ¢ | a,. O

Corolario 2.2.23. Si f € D[X] es un polinomio mdnico y a € k es raiz de f, entonces a € D.
El siguiente es un lema técnico que sera de utilidad en los resultados que le siguen:

Lema 2.2.24. Si f € D|x] es tal que f = gh para ciertos g,h € k[x], entonces ezisten
g W € D[x] y A\, u €k no nulos, tales que f = g'h', g =Ng' y h = ph'.

Demostracion. Tomando a,b € D* como los respectivos productos de los denominadores de los
coeficientes de g y h, surge que existen §, h € D[z] tales que g = é g, h = %B (observar que para
esto alcanza con que D sea un dominio).

Obtenemos la igualdad en D: abf = gh = cont(§)cont(h)g"h", con ¢",h" € D[z] primiti-
vos. Tomando contenidos de ambos lados, se deduce que abcont(f) = cont (§)cont (h) =
cont(ag)cont(bh) = abcont(g)cont(h) y por tanto, se deduce de la primera igualdad de este
parrafo abf = abcont(f)g"h" y, cancelando ab, se tiene f = cont(f)g”h”. La prueba termina

. : ¢
considerando por ejemplo ¢’ = cont(f)g" = %g, h =h"= Conl; oL O

Teorema 2.2.25 (Criterio de irreducibilidad de Gauss). 4 Sea f € D[z] no constante. Entonces
f es irreducible en D[x] si y solo si es irreducible en k[x] y es primitivo en D|z].

Demostracién. Supongamos primero que f es irreducible como polinomio en k[z] y es primitivo
como polinomio en D[z]. Si f = gh es una descomposicién de f en producto de polinomios
g,h € D[z], también lo es en k[x] y por tanto g o h es invertible en k[z]. Supongamos sin
perder generalidad que g lo es. Esto implica que g € k* n D[z] = D\{0}. Pero en ese caso
cont (f) = gcont (h), y como cont (f) = 1 se tiene que g € D es invertible. Se deduce que f es
irreducible en D[z].

Reciprocamente, supongamos que f es irreducible y no constante como polinomio en D[z].
Por la descomposicién f = cont (f)f con f primitivo, debe ser f primitivo.

Supongamos que f = gh es una descomposicién de f en producto de polinomios g, h € k[z].
Usando el Lema 2.2.24, se deduce f = ¢'h/ para ciertos ¢’,h’ € D[z] primitivos (porque f es
primitivo) tales que g = A\g’, h = ph’ para ciertos \, u € k no nulos.

Como f es irreducible en D[xz] se deduce que g’ o I/ son invertibles. Supongamos sin perder
generalidad que ¢’ es invertible en D[z]. Entonces ¢’ € D\{0}, por lo que ¢’ € D y por tanto g € k.
Esto implica que en la descomposicién original f = gh, el polinomio g € k[x] es invertible. [

Ejemplo 2.2.2. Sea f = 23 + 2% 4+ 10z + 1 € Z[z]. Por el criterio de la rafz racional, sus tnicas
posibles raices racionales son 1. Se verifica ficilmente que f(£1) £ 0, luego f no tiene raices
racionales. En particular, por la Proposicién 2.2.21, al ser f de grado tres, es irreducible en Q
(y como es primitivo, es irreducible también en Z, por el criterio de irreducibilidad de Gauss).

“En muchos textos se llama también a este resultado lema de Gauss.
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Proposicién 2.2.26 (Criterio de irreducibilidad de Eisenstein). Sea f = ap2™ + ap_12" ' +
-+ a1x + ag € D[X] con a, # 0. Supongamos que eziste p € D irreducible tal que:

=play,....p|ap,
= P A an,
= p | ao,p” | ag.
Entonces f es irreducible en k[z].?

Demostracion. Supongamos f = gh € D[z] con g,h € k[x]. Veamos que g € k\{0} o h € k\{0}.
Escribamos ¢ = b,2" + --- + biz + by, h = csx® + --- + c1x + ¢p, con b.cs # 0. Ahora bien,
por hipétesis ag = bycg es multiplo de p y no es miltiplo de p?. Podemos suponer entonces sin
pérdida de generalidad que p | by y p [ ¢o.

Por otra parte, como p } a, = b.cs, tenemos que b, no es multiplo de p. En particular, existe
i €{0,...,7} tal que p | by para todo k < ¢y p f b;. Se tiene entonces p | bicyp y por tanto
pfa; =bico+bi_1c1 + -+ bici—1 + boci. Se deduce que ¢ = n y por tanto gr (h) = 0, es decir
h € k\{0}. O

Ejemplos 2.2.5. 1. f ="+ 22% + 22 + 22 + 2 € Z[z] es irreducible.

2. f = 2" + p € Z[x], es irreducible para cualquier primo p € Z. Este ejemplo muestra que
hay polinomios irreducibles en Z de grado arbitrario.

Preservacién de la Factorizacién tnica
Lema 2.2.27. Sean D un dominio y k su cuerpo de fracciones.
1. Sia€ D es primo, entonces es primo en D[z].
2. Sea f € D[x] es primitivo; si f es primo en k[x] entonces es primo en D|[x].

Demostracion. 1. Si a | fg, entonces a | cont (f)cont (g) y por tanto a | cont (f) o a |
cont (g). Se deduce que a | foa | g.

2. Si f | gh en D[x], entonces también f | gh en k[z]. Supongamos para fijar ideas que f | g
en k[z]. Existe entonces ¢ € k[x] tal que f¢ = ¢g. Multiplicando por el denominador comin
de los términos de ¢ se obtiene una igualdad en D[x] de la forma f¢' = ag, con a € D.
Tomando contenidos y usando que f es primitivo, se deduce que cont(p’) = acont(g), por
lo que se tiene para cierto h € D[z], acont(g)hf = ag en D[z]. Como D es un dominio, se
deduce cont(g)hf = g y por lo tanto f | g en D[z]. O

Teorema 2.2.28. Si D es un dominio de factorizacion unica, entonces D[x] también lo es.

Demostracion. Sabemos que D[z] es también un dominio. Ademads, para f € D[z] no nulo y no
invertible se tiene f = cont (f)f, con f € D[z] no nulo y primitivo.

Sea k = Frac(D). Como k[x] es un dominio de factorizacién tnica (pues es un DIP), f # 0
es invertible o se descompone en k[z] como producto de irreducibles. Cada irreducible en k[x]
es de la forma 2h(z) con h(z) € D[] irreducible en k[z] y a € D\{0}. Se tiene entonces que
si f no es invertible, es de la forma f = Lhihy...h, con d € D\{0}, h; € D[z] irreducible en
k[z], para todo i € {1,...,n}. Para cada ¢ podemos escribir h; = cont (h;)h; con h/ primitivo.
Se tiene entonces:

En el practico 5 aparece como ejercicio opcional una generalizacién del criterio de Eisenstein a dominios
cualesquiera.
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» A} es primitivo y por tanto irreducible en D[xz], para todo i € {1,...,n},

u Cont (hl)"cécont (hn) & D es invertible en D,

cont(f) se descompone en irreducibles en D y por tanto en D|z],

. o cont (hl)--d-cont () ptbly B

por lo que f = <2t (hl)';i'cont (h")cont(f)h/lh’2 .. Rl
Se deduce la existencia de la descomposicién factorial en irreducibles.

Para la unicidad, por la Proposicién 2.2.6, alcanza con probar que todo irreducible de D|z]
es primo. Sea f € D[xz] irreducible.

Si gr (f) = 0, entonces es claro que f es irreducible como elemento en D y por tanto primo
en D, de lo que se deduce usando el Lema 2.2.27 que es primo en D[z].

Sigr(f) >0, f es irreducible como elemento en k[z] y por tanto primo. Se deduce usando
la otra parte del Lema 2.2.27 que es primo en D[z]. O

Este ultimo teorema nos permite deducir que Z[z]| y k[z,y] = k[z][y] son dominios de
factorizacién unica (que no son dominios a ideales principales). Mas en general, se tiene el
siguiente corolario.

Corolario 2.2.29. Si D es un dominio de factorizacion unica D[x1,x2,...,T,] también lo es.

Observacion 2.2.10. El anillo de polinomios en infinitas variables A = k[x1,x9,..., 2y, ...] €s
un dominio de factorizacién tnica. En efecto, si tomamos un polinomio f € A, existe n € N
tal que f € A, = k[x1,...,2z,] y por tanto f se descompone en producto de irreducibles de
A,. Es un ejercicio probar que los irreducibles de A,, son irreducibles en A. Usando argumentos
similares, se prueba que los primos de A son irreducibles, de lo que se deduce la unicidad de la
descomposicion.

Este es un ejemplo de dominio de factorizacién tinica que no es noetheriano.
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Capitulo 3

Modulos

3.1. Generalidades

Durante todo el capitulo A denotard un anillo cualquiera.
Definicién 3.1.1. Un A-médulo a izquierda M es una terna (M, +,0,-) donde
= (M,+,0) es un grupo abeliano,

» - Ax M — M es una funcién (que llamaremos accion del anillo sobre el médulo) que
verifica, para todo a,be A, m,n e M:

a-(m+n)=a-m+a-n,

a+b)-m=a-m+b-n,

Ejemplo 3.1.1. El anillo A es un A-mddulo a izquierda si se considera con la accion reqular,
es decir, la accién dada por el producto de A.

Observacion 3.1.1. 1. De (1) se deduce que para cada a € A, la funcién ¢, : M — M definida
por ¢,(m) = a-m es un morfismo de grupos.

2. El conjunto End(M) = {f : M — M | f es morfismo de grupos} es un anillo con la
composicién. Las igualdades (2),(3) y (4) pueden interpretarse como que la funcién
F: A — End(M) definida por F(a) = ¢, es un morfismo de anillos.!

3. Anélogamente se define A-mddulo a derecha mediante una accién a derecha M x A — M.

4. Si A= (A, +,-,0,1) es un anillo y se considera la operacién -7 : A x A — A definida por
a-?b=>-a, entonces A? = (A, +,-°?,0,1) es otro anillo que llamamos anillo opuesto.
Se tiene (AP)P = Ay A°? = A siy sblo si A es conmutativo. Si (M, +,0) es un grupo
abelianoy - : AxM — My : M x A°’? — M son dos acciones vinculadas por a-m = mxa,
es facil ver que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» (M,+,0,-) es un A-médulo a izquierda,

» (M,+,0,%) es un A°’-mdédulo a derecha.

'Es un ejercicio del préactico probar que un A-médulo “es lo mismo” que un morfismo de anillos A — End(M)
donde M es un grupo abeliano.
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En particular si A es conmutativo, todo A-mddulo a izquierda es A-mdédulo a derecha y
reciprocamente (y en este caso hablaremos sencillamente de A-mddulos). Ademés esto nos
muestra que no perdemos generalidad al demostrar los teoremas para médulos a izquierda.

5. Si M es un A-médulo a izquierda y m € M, entonces 0-m =0y (—1)-m = —m. En
efecto,

0Oom=0+0)-m=0-m+0-m y (=1)>m+1-m=0-m=0.
Veamos mas ejemplos.

Ejemplos 3.1.1. 1. Si A = k es un cuerpo, entonces un k-moédulo a izquierda es exactamente
un k-espacio vectorial.

2. Si A es un anillo y consideramos el grupo abeliano A" = {(a1,aq,...,a,) | a; € A}, se tiene
que A™ es un M,,(A)-médulo a izquierda y también a derecha considerando el producto
usual (a izquierda y a derecha respectivamente) de una matriz por un vector.

3. Sik es un cuerpo y X € M, (k), se tiene que el grupo abeliano k™ es un k[z]-mdédulo a
izquierda mediante p - v = p(X)v, donde si p = >)|_,a;z’, se define p(X) = Y\_; a; X"
(con X0 := Id,).

4. Todo grupo abeliano es un Z-mdédulo. En efecto, si G es un grupo abeliano, la operacién
usual Z x G — @G, definida por (n,g) — ng dota a G de una estructura de Z-modulo.
Ademas, por definicién todo Z-mddulo es un grupo abeliano. Esto muestra que un Z-mdédulo
“es lo mismo” que un grupo abeliano.

5. Si M es un A-médulo a izquierda y S # ¢ es un conjunto, el grupo de funciones M* tiene
estructura de A-médulo a izquierda definiendo (a - ¢)(s) = a - ¢(s).

6. Si A es un anillo, entonces A[[z]] es un A[z]-médulo donde la accién es la restriccién de
la accién regular de A[[x]], con la identificacién A[z]| < A[[z]].

7. (Para los que cursaron Calculo 3). Sea X una variedad diferenciable. Notemos C*(X) al
anillo de las funciones diferenciables X — R con las operaciones punto a punto. El conjunto
de las n-formas diferenciales en X, notado Q"(X), es un C*(X)-médulo: si f e C(X) y
we N"(X), se define f-w como (f-w)(p) = f(p)w(p) para todo p € X.

A partir de ahora, salvo mencion explicita, M serd un A-médulo a izquierda. Es claro que los
enunciados para A-modulos a izquierda tendran su versién para A-moédulos a derecha, a partir de
la observacién 3.1.1.4. Ademads, a menudo notaremos am en lugar de a - m, para a € A,me M.

Definicién 3.1.2. Sea M un A-médulo. Un subconjunto N € M se dice submddulo de M si :
(1) 0e N,

(2) = +ye€ N para todo =,y € N,

(3) an € N para todoae A,ne N.

Observacion 3.1.2. 1. Es un ejercicio sencillo verificar que son equivalentes, para un A-médulo
M y un subconjunto N < M:

= N es un submédulo de M,
» N es un subgrupo de M que es A-estable (es decir, que cumple (3)),
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= NN con las operaciones de M restringidas a N es un A-mddulo.

2. En el caso particular en que se considera A como A-médulo a izquierda con la accién
regular, un subconjunto N < A es un submdédulo si y sélo si es un ideal a izquierda. Si
ademéas A es conmutativo, entonces los submédulos son los ideales bilateros.

3. {0} y M son submédulos de M y se dicen triviales.

Definicién 3.1.3. Sean M y N A-médulos. Una funcién f : M — N es un morfismo de
A-mddulos, o simplemente A-lineal si verifica:

(1) f(m+mn)= f(m)+ f(n) para todo m,n € M,
(2) f(a-m)=a- f(m) para todo a € A,m e M.

Si f es inyectivo o sobreyectivo, se dice que es respectivamente un monomorfismo o un
epimorfismo de A-médulos.

Si f: M — N es un morfismo de A-médulos inyectivo y sobreyectivo, se dice que es un
isomorfismo de A-moédulos y que M y N son A-médulos isomorfos o isomorfos via f.

Si f: M — M se dice que es un endomorfismo. Notamos End 4(M) al conjunto de endomor-
fismos de M.

Observacion 3.1.3. 1. Un morfismo de A-médulos en particular es morfismo de grupos (abe-
lianos).

2. Si A =k es un cuerpo, entonces un morfismo de k-médulos es exactamente una transfor-
macién k-lineal.

3. Se verifica facilmente que la composicién de morfismos de A-médulos es un morfismo de
A-médulos, y que la identidad también lo es. En particular End4 (M) es un anillo con la
suma punto a punto y la composicién.

4. Si f es un isomorfismo y g : N — M es su inversa, entonces g también es un morfismo de
A-moédulos.

Proposiciéon 3.1.1. Sea f : M — N morfismo de mddulos. Si H € N es un submddulo,
entonces f~1(H) € M también lo es. Si K € M es un submddulo, entonces f(K) S N también
lo es. En particular, Ker f = f71({0}) € M eIm f = f(M) S N son submddulos.

Demostracion. Sea H € N. Sabemos que f~}(H) < M. Ademéds, si x € f~1(H) y a € A se tiene
flax) = af(x) € H porque f(z) € H que es un submédulo. Se deduce que ax € f~(H).

Por otra parte, si K < M, sabemos que f(K) < N. Ademés, sizx € Ky a€ A, af(x) =
flaz) € f(K) porque ax € K por ser éste un submédulo. O

Definicién 3.1.4 (Producto directo y suma directa). Sean I un conjunto no vacio y {M;}er

una familia de A-médulos. El producto directo de {M;}er es el producto cartesiano [ [ M; con
el
las operaciones

(mi)ier + (nq)ier = (M + ni)ier, a(ms)ier = (ami)ier,
para todo a € A, (m;)ier, (ni)ier € [ [ M;. Es facil verificar que [ | M; con estas operaciones es

el el
un A-maddulo.
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Para cada m € [ [ M;, se define el soporte de m, sop(m) = {j € I | m; # 0}, y es fécil ver
que el subconjunto “
{m € HMZ | sop(m) es ﬁnito}
i€l
es un submodulo de [ [ M;. Lo denotamos @ M; y lo llamamos suma directa (o suma directa
externa, como haciarr;(e)é en grupos) de la fa;flélia.

Observacion 3.1.4. 1. Si en la definicién de arriba el conjunto I es finito, la suma directa y
el producto directo coinciden.

2. Las proyecciones naturales p; : [[ M; — M; definidas por p; ((m;)ier) = m; son epi-
el

morfismos de mddulos y las inyecciones naturales ¢; : M; — @ M; definidas mediante
i€l
m sii=j .
(tj(m)), = : 7" son monomorfismos de médulos.
g 0 sino

Los pares (H M;, (pi)ie 1) y (@ M, (4i)ie 1> verifican propiedades universales que presen-
el el

tamos a continuacion.

Proposicién 3.1.2 (Propiedad universal de la suma directa y del producto directo). ? Sea

{M;}icr una familia de A-mdédulos.

1. Dados un A-mddulo N y una familia de morfismos de A-mdédulos {f; : N — M;}ier, existe

un unico morfismo de A-mddulos ¢ : N — [ | M; que hace conmutar la siguiente familia
iel
de diagramas, para todo j € I:

P,
HMZ‘*J>MJ‘

el
¥ /

N

2. Dados un A-mddulo N y una familia de morfismos de A-mddulos {f; : M; — N}er, existe

un dnico morfismo de A-mddulos ¢ : @ M; — N que hace conmutar la siguiente familia
iel
de diagramas, para todo j € I:

M; —— @ M;

el

N

Demostracion. Para el producto directo, es facil ver que la unica posible funcién esta dada por
f(n); = fi(n) para todo n € N y que esto define un morfismo de médulos.
Para la suma directa, es facil ver que la tnica posible funcién estd dada por
f((mi)ier) = >, fi(m;) y que esto define un morfismo de médulos. O
iel
Es fécil probar que la intersecciéon de una familia no vacia de submédulos es un submddulo,
lo que posibilita la siguiente definicion.

2Es un ejercicio del practico 6 probar que las propiedades universales caracterizan al producto directo y a la
suma directa, en el sentido que cualquier otro par que la satisfaga va a ser naturalmente isomorfo a estos.
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Definicién 3.1.5 (Submédulo generado). Sea M un A-médulo y S € M un subconjunto. El
submddulo generado por S es (S) :={IN | N es submédulo de M, N 2 S}.

Observacion 3.1.5. 1. Si § € M es un subconjunto y N € M es un submédulo que contiene
a S, entonces N contiene a (S). En otras palabras el submédulo generado por S es el
menor (con respecto a <) entre los submdédulos de M que contienen a S.

2. Si S =, entonces (S) = {0}.

3. 8185 # g, (S)= {Z a;m; | I es un conjunto finito, a; € A, m; € S Vie I}.
el
Definicién 3.1.6. Sea M un A-médulo y S € M un subconjunto. Si M = {S), decimos que S
es un generador de M, o que S genera a M. Si existe S € M generador finito, decimos que M
esta finitamente generado.
En el caso particular en que existe m € M tal que {m} genera M, se dice que M es un
A-moédulo ciclico y se nota M = Am.

Definicién 3.1.7. Sea M un A-médulo y {M;};c; una familia de submédulos de M. Se define
la. suma de los submédulos M; como

D M; = UM>

el el

Observacion 3.1.6. 1. Esclaro que Y M; = {Z m; | I es un conjunto finito, m; € M;, Vi € I}.
el el
2. A partir de las inclusiones inc; : M; — M y usando la propiedad universal de la suma

directa, se tiene un (nico) morfismo ¢ : @ M; — > M; tal que ¢ o ¢j = inc;. Ademds ¢
iel iel
resulta sobreyectivo. Notar que explicitamente ¢ ((m4)ier) = > ;e Mi-

3. Si ¢ es inyectivo, la suma es isomorfa a la suma directa y se dice que la suma es directa.

En este caso, cada m € >, M; se puede escribir de manera tnica como una suma finita de
1€l

m; € M;. De hecho, son equivalentes las siguientes afirmaciones para una familia {M;};er

de submodulos de M.

(l) @MZ = Z MZ via 2
1€l 1€l
b) Para cada m € )| M;, existe una unica familia {m; € M; | i € I} de soporte finito tal
el
que m = Y, m;,
i

¢) M; n Y, M; = {0} para todo i € I.
J#i
(La prueba es andloga a la que se hace para espacios vectoriales).

La nocién de grupo cociente en grupos abelianos se extiende al contexto de A-médulos. En
efecto, si N € M es un submédulo, como en particular es un subgrupo, se tiene que % es un
grupo abeliano. El siguiente lema asegura que la acciéon de A induce una accién en el cociente.

Lema 3.1.3. Sean M wun A-mddulo, N < M wun submddulo, a € A,m,m' € M. Si
m=m' (méd N) entonces am = am’ (méd N).
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Demostracion. En efecto, si m —m’ € N, entonces am — am’ = a(m — m') € N por ser N un
submodulo. 0

A partir del lema, es claro que estd bien definir la operacién - : A x % — %, a-m = am.
Se obtiene una estructura de A-médulo en el cociente % y un epimorfismo de A-moédulos
N M — %, que verifican la siguiente propiedad universal:

Teorema 3.1.4 (Propiedad universal del cociente). Sea f : M — M’ un morfismo de A-mddulos
y sea N € M un submodulo. Si N € Ker f, entonces existe un dnico morfismo f : % — M’ que
hace conmutar el siguiente diagrama:

Ademds, se tiene Im f =Im fy Kerf = K]e\l;f.

Demostracion. Sabemos que existe un unico morfismo de grupos que hace conmutar el diagrama
y verifica las condiciones en el nicleo y la imagen. Es inmediato verificar que dicho morfismo
preserva la accién. O

Al igual que en grupos abelianos, se deducen los siguientes resultados conocidos como
teoremas de isomorfismo.

Corolario 3.1.5 (Teoremas de isomorfismo). Sea M un A-mddulo.

1. Si f : M — N es un morfismo de A-mdédulos, entonces %rf

lle

Im f.

. ‘ H+K ~ K
2. St H,K = M son submddulos, entonces “47~ = 55 -

=

3. 85t H<S K € M son dos a dos submddulos, entonces % ~

4. Si f: M — N es un morfismo de A-mddulos, y H € M, K < N son submddulos con

f(H) € K, entonces existe un unico morfismo de A-mddulos f : % — % que hace

conmutar el siguiente diagrama:

Demostracion. Para 1, 2 y 3, ya sabemos que hay un isomorfismo de grupos. Basta verificar que
preserva la accién. Para 4, ya sabemos que hay un tal morfismo de A-mddulos. De nuevo, basta
verificar que preserva la accion. O

Teorema 3.1.6. Sean M un mddulo y N € M un submddulo. Existe una correspondencia
biyectiva entre los conjuntos:
M , )
Fi=s3Lc ~ submédulo y Fo={K < M submédulo | K © N}

que preserva la inclusion.

Demostracion. La prueba del resultado andlogo para grupos puede adaptarse fiacilmente a este
contexto, usando la proposiciéon 3.1.1. O
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3.2. Dependencia lineal en médulos

Definicion 3.2.1. Sea M un A-moédulo. Sea S © M un subconjunto. Decimos que S es

linealmente dependiente si existen mq,...,mp € S y a1,...,a € A con algin a; # 0 tales que
k
>, a;m; = 0. Una tal suma se denomina combinacion lineal de my, ..., my.

i=1
Decimos que S es linealmente independiente si no es linealmente dependiente.

Observacion 3.2.1. 1. S = (J es linealmente independiente.
2. S es linealmente independiente si y sélo si para todo mi,...,mr € Sy ay,...,a; € A
k
tales que > a;m; = 0 se tiene que a; = 0 para todo i = 1,...,n. Es decir, si la tnica

i=1
combinacion lineal nula es la trivial.

3. 818 ={my,...,mp} € M es tal un m; es combinacién lineal de los otros, entonces S
es linealmente dependiente. El reciproco, valido si M es un espacio vectorial (o més en
general, si A es un anillo con divisién), no es cierto en general.

En efecto, tomemos A = Z, M = 7Z con la accién regular, y p, q € Z coprimos, con p,q = 2.
Entonces ¢p + (—p)g = 0 es una combinacién lineal no trivial de p y ¢, luego {p,q} es
linealmente dependiente. Sin embargo p ¢ qZ y q ¢ pZ.

Definicion 3.2.2. Sea M un A-médulo, y B € M un subconjunto. Decimos que B es una base
de M si es linealmente independiente y generador de M. Si M admite una base, diremos que es
un médulo libre.

Observacion 3.2.2. Sea ¢ : M — N un mapa A-lineal. Es facil probar (y es la misma prueba
de algebra lineal) que si ¢ es sobreyectiva entonces lleva generadores en generadores y que si
( es inyectiva entonces lleva conjuntos linealmente independientes en conjuntos linealmente
independientes.

En particular, un isomorfismo lleva bases en bases, y por lo tanto “ser libre” es invariante
bajo isomorfismos.

Ejemplos 3.2.1. 1. Si M =V es un espacio vectorial sobre un cuerpo k, entonces M es
libre.

2. El conjunto B = {1,z,22,...} es base de A[x] como A-médulo.

3. Sean > 2: consideremos Z,, como Z-médulo. Sea S = {a} < Z,. Tenemos que na = na = 0
con n # 0, luego {S} no es linealmente independiente. En particular, Z, no admite ninguna
base.

4. Todo anillo como médulo sobre si mismo es libre, con base {1}.

5. En particular, Z, es libre como Z,-mdédulo, pero no lo es como Z-médulo (ejemplo 3.2.13).
6. A" es libre para todo n € N.

7. Zg ~ N ={0,2,4} < Zg es un Zg-submoédulo que no es libre (de hecho, N = (2)).

8. Z como Z-mébdulo: {1} es base, y {2} (que tiene el mismo cardinal) es linecalmente inde-
pendiente pero no es base, y tampoco se puede completar a una base. También: {2, 3} es
un generador que no esta contenido en una base ni contiene a una.
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Definicién 3.2.3. Sea M un A-mdédulo. Definimos:
(M) :==inf{#S : S < M, M = (S)}
Observacion 3.2.3. (M) < o0 <= M es finitamente generado.

Ejemplo 3.2.1. Sea k un cuerpo, y A = M = k[z1,...,2Zp,...] el anillo de polinomios en
infinitas variables con coeficientes en k, considerado como mddulo sobre si mismo con la accion
regular. Tenemos M = {1}, luego (M) = 1. Sin embargo, el ideal I = (x1,...,Zp,...) €s un
submédulo de M tal que u(I) = co.

Este ejemplo muestra que un submdédulo de un médulo finitamente generado puede no ser
finitamente generado.

La siguiente proposicion muestra un resultado afirmativo en el mismo sentido.
Proposiciéon 3.2.1. Sea M un A-mdédulo y N € M un submddulo. Se tiene:

1. p(M) <00 = pu(M/N) < ©

2. u(N) <0 y u(M/N) <= u(M) <o . Ademds u(M) < u(N) + u(M/N).

Demostracion. 1. Consideremos el morfismo sobreyectivon : M — M/N.Si M = (mq,...,my),
entonces por la observacion 3.2.2, se tiene que M /N = (m(my),...,7(my)).

2. Basta probar que existe un generador de M con p(N)+u(M/N) elementos. Sea {ni,...,ng}

un generador de N con u(N) elementos, y {m(m1),...,m(m,)} un generador de M /N con
w(M/N) elementos. Veamos que X = {ny,...,ng,mi,...,m,} es un generador de M. Sea
me M.
' T T
7r(m) = Z bjﬂ(mj) =T (Z bjmj> = T (m — Z bjmj> =0
j=1 j=1 Jj=1

para ciertos b; € A, de donde m — 2521 bjm; € kerm = N. Por lo tanto

T k T k
m — ijmj = Zami:mz ijmj+2ami
j=1 i=1 j=1 i=1

para ciertos a; € A, y por lo tanto m € (X). O

Definicién 3.2.4. Sea M un A-médulo, S € M un subconjunto. El anulador de S es
Ann(S)={aeA:as=0 Vse S}
Si S = {mq,...,my} escribiremos Ann(S) = Ann(my,...,myg).

Observacion 3.2.4. Sea S = {m}, para algin m € M. Tenemos un morfismo ¢ : A — M, a — am.
Se tiene que Im ¢ = Am y ker ¢ = Ann(m). Por lo tanto A/Ann(m) =~ Am.
Observar ademés que {m} es linealmente independiente si y sélo si Ann(m) = {0}.

Observacion 3.2.5. Sea S = {m;}ie;r € M un subconjunto linealmente independiente. Entonces
(S) = @ Am,. En efecto, por definicién, (S) = > Am,;. Ademds la suma es directa, pues si

iel iel
1+ -+x = 0 con xz; € Am;, entonces x; = a;m; para ciertos a;. Resulta aymy+---+apmy = 0;
de la independencia lineal de S se deduce que a; = 0 para todo i, y por lo tanto x; = 0 para

todo 7.
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Teorema 3.2.2. Sea M un A-mdédulo. Son equivalentes:

1. M es libre,

2. Eziste B< M tal que M = @ Am (suma directa interna) con Am = A para todo m € B,
mel3

3. Euxiste una familia F tal que M =~ @ A; con A; = A para todo i € F.

eF

Demostracion. (1 = 2) Sea B base de M. Entonces M = (B) = @ Am en virtud de la

meB
observacién 3.2.5. Ahora, como B es linealmente independiente, Ann(m) = {0} para todo m € B,

y por lo tanto A = A/Ann(m) = Am en virtud de la observacién 3.2.4.
(2 = 3) Obvio.
(3 = 1) La imagen en M de la base canénica de @ A es una base de M. O
ieF
La siguiente proposicién, como en espacios vectoriales, muestra que para definir una trans-
formacién lineal desde un moédulo libre, basta definirla en una base.

Proposicién 3.2.3 (Propiedad universal del médulo libre). Sea M un A-mddulo libre con base
B< M,y N un A-mddulo. Si f : B— N es una funcidn, entonces existe un unico morfismo de
A-mddulos ¢ : M — N tal que ¢|g = f, i.e. que hace conmutar el siguiente diagrama:

B *f> N
[w
M
Demostracion. Sabemos que M = @ Am. La funcién f induce morfismos de A-mdédulos
meB
Am — N, am — af(m). Por la propiedad universal de la suma directa, existe una dnica ¢ como
la que buscamos. O

Proposicion 3.2.4. Sea M un A-mdédulo libre con base B < M. Si M es finitamente generado,
entonces #B < 0.

Demostracion. Como M es finitamente generado, existen mi,...,mi € M tales que M =
{mq,...,my). Cada m; es combinacién lineal de un nimero finito de elementos de B, entonces
existen ey, ..., e, € B tales que m; € {e1,...,e,) paratodoi =1,... k.

Por lo tanto M = (my,...,mg) c{e1,...,e.), luego B = {e1,..., e}, pues B es linealmente
independiente. En efecto, si existiera e,;1 € B distinto de los anteriores, entonces se escribiria
como combinacién lineal de {eq,...,e,}, contradiciendo la independencia lineal de B. ]

Teorema 3.2.5. Sea M un A-mddulo libre que admite una base B infinita. Entonces toda base
de M es infinita.

Demostracion. Supongamos que C es una base finita de M. Alcanzan finitos elementos de B
para generar cada uno de los elementos de C, y por lo tanto alcanza con un subconjunto finito
B’ < B para generar C. Se deduce que B’ < B es un generador finito de M. Como B es infinito,
existe x € B\B'. Pero z estd generado por B, de donde el conjunto B’ U {z} es linealmente
dependiente y estd incluido en B, lo que contradice que B sea base. O
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Observacion 3.2.6. El lector familiarizado con la teoria de conjuntos y cardinales podra observar
que la prueba de arriba puede extenderse para deducir el siguiente resultado, mas fuerte que el
teorema 3.2.5:

Sea M un A-mddulo libre que admite una base B de cardinal infinito. Entonces toda base de
M tiene cardinal #B.

Corolario 3.2.6. Sea A un anillo con division y M un A-mddulo. Entonces todas las bases de
M tienen el mismo cardinal.

Demostracion. Observar primero que si A es un anillo con divisién, todo A-mdédulo es libre.
Ademas, son equivalentes:

1. B es un conjunto linealmente independiente maximal,
2. B es un conjunto generador minimal,
3. B es base.

En efecto, analizando la demostracién de este teorema hecha para espacios vectoriales en el
curso de algebra lineal se observa que la hipotesis de conmutatividad es superflua.

Sea B base de M. Si #B = o0, el resultado se sigue del teorema. Si #B < o0, la demostracion
es la misma del curso de algebra lineal: si S € M es generador, se prueba que #S > #B. O

Definicion 3.2.5. Un anillo A tiene nidmero de base invariante, abreviado NBI, si para todo
A-médulo libre M, dos bases de M tienen el mismo cardinal.

Si A tiene NBI y M es un A-médulo libre, el rango de M es rg M = #B para alguna base
B de M.

Ejemplos 3.2.2. 1. El corolario 3.2.6 afirma que todo anillo con divisién tiene NBI.
2. rg(A™) = n.

Observacion 3.2.7. Dado un anillo A, para verificar si tiene NBI basta hacerlo en médulos libres
que no admiten bases infinitas, en virtud de la observacién 3.2.6. Por lo tanto, A tiene NBI si y
sélo si cada vez que A™ =~ A™ se tiene n = m.

Nos dirigimos a probar que todo anillo conmutativo tiene NBI. Para ello, probamos primero
un

Lema 3.2.7. Sean A un anillo conmutativo e I un ideal de A. Si M es un A-mddulo libre de
base B = {m;}ic1, entonces M/IM es un A/I-médulo libre de base B = {1; }icr.

n
Demostracion. El ejercicio 10 del practico 6 nos da que IM = { Y anila;el,n e M,ne Z+}
i=1
es un submdédulo de M, y que M /IM es un A/I-médulo, con la accién @ - m = am.
Veamos que B es generador:®* dado m € M/IM, como m € M se tiene

m = Y, a;m; para ciertos a; € A nulos salvo una cantidad finita. Entonces:

iel
m= Y am; = Y@ m;

el iel

3No podemos decir que sea generador al ser w(B) y ser B una base, pues w : M — M /IM sélo es un morfismo
de grupos abelianos: M es un A-mdédulo mientras que M/IM es un A/I-médulo.

49



Veamos ahora que B es linealmente independiente: sea . a@; m; = 0 en M /IM, donde @; € A/I
el
son nulos salvo una cantidad finita. Entonces:

T T
Zaimi = 6 = Zaimi elIM = Zaimi = Z bjl‘j = Z bj Z cjnmn
el el iel 7=1 j=1 nel

para ciertos bj € I,x; € M; y c;j, € A nulos salvo una cantidad finita. Por lo tanto,

an€l
1
r
Zaimi = Z bjCjn my = 2(&1 — oz,-)mi =0
iel nel \j=1 iel

Como B es linealmente independiente, entonces a; = «; € I para todo 7, luego @; = 0 en A/I,
para todo i. ]

Teorema 3.2.8. Todo anillo conmutativo tiene NBI.

Demostracion. Consideremos I ideal maximal en un anillo conmutativo A. Al ser A conmutativo,
resulta A/I un cuerpo, luego M /I M es un A/I-espacio vectorial, de donde todas sus bases tienen
el mismo cardinal. Basta probar entonces que toda A-base de M tiene el mismo cardinal que
una A/I-base de M /IM, que es lo que probamos en el lema previo. O

3.3. Sucesiones exactas cortas

Durante todo el capitulo A denotard un anillo cualquiera.

Definiciéon 3.3.1. Sean My, My, M3 A-mddulos, 1, w2 morfismos de A-médulos.
1

. P2 . ,
Decimos que 0 My My M3 0 es una sucesion exacta corta (de A-médulos)
si y sélo si se cumplen las siguientes condiciones:

= 1 es un monomorfismo,
= 9 es un epimorfismo,
= Im 1 = Ker po.

Ejemplos 3.3.1. 1. Dados M un A-médulo y N ¢ M un submddulo,

0 N¢ M —"= M/N ——0

es una sucesion exacta corta.

2. Més en general, si ¢ : M7 — My es un morfismo de A-médulos, entonces

©

0 —— Ker ¢~© M, Im ¢ 0
es una sucesién exacta corta.

3. Sean M;, My dos A-médulos y ¢ : My — M1 @D Ms, p: M1 @ My — My la inyeccion y la
proyeccién candnica respectivamente. Entonces

O*}Ml%Ml@MQLMQ%O

es una sucesién exacta corta.
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Lema 3.3.1 (Lema de los tres). * Consideremos el siguiente diagrama conmutativo cuyas filas
son sucesiones exactas cortas:

0 M- NV ,p 0
I
0 M2 N p 0

1. Si « y v son inyectivas, entonces B es inyectiva.
2. St a y v son sobreyectivas, entonces B es sobreyectiva.

3. Si a y v son isomorfismos, entonces 8 es un isomorfismo.

Demostracién. °

1. Sean € N tal que B(n) = 0.
0 =1'(8(n)) = 7(¢(n))

por conmutatividad del cuadrado derecho. Luego ¢(n) = 0 pues v es inyectiva. Entonces
n € Kerty = Im ¢ por exactitud de la fila de arriba. Por lo tanto existe m € M tal que
p(m) = n.

0= B(n) = Be(m)) = ¢'(a(m))
por conmutatividad del cuadrado izquierdo. Luego a(m) = 0 pues ¢’ es inyectiva. Entonces
m = 0 pues « es inyectiva, de donde ¢(m) = n = 0. En conclusién, § es inyectiva.

2. Sea n’ € N'. Se tiene que ¢'(n’) € P’, luego como = es sobreyectiva, existe p € P tal que
v(p) = ¢'(n’). Como 1) es sobreyectiva, existe n € N tal que ¢(n) = p. Considero 5(n)—n':

Y(B(n) —n') = '(B(n)) = ¢'(n') = y(¥(n)) — &' (n') = y(p) —¥'(n') = 0

por conmutatividad del cuadrado derecho. Entonces 3(n) — n’ € Kerty’ = Im ¢’ por
exactitud de la fila de abajo. Por lo tanto existe m’ € M’ tal que ¢'(m') = B(n) —n’. Como

« es sobre, existe m € M tal que a(m) = m/.

por conmutatividad del cuadrado izquierdo, luego n’ = B(n — ¢(m)), y n’ € Im 8. En
conclusién, 5 es sobreyectiva.

3. Es consecuencia directa de las dos partes anteriores. ]
Definicion 3.3.2. = Dos sucesiones exactas cortas 0 M- 5N v P 0y
0 MNP 0 son isomorfas si existe un diagrama conmutativo
0 M- SNV p 0
S
0— M 25N - p 0

con «, B y 7y isomorfismos.

4Este lema se generaliza al que se conoce como lema de los cinco.
SEsta demostracién es un ejemplo arquetipico de diagram chasing.
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= Dos sucesiones exactas cortas 0 M-—25N v P 0 y
0 M- Y p 0 son equivalentes si existe un isomorfismo 5 : N — N’
que hace conmutar el siguiente diagrama:
0— M- N-—"3P 0
id MJ /3l id Pl
0—— M- N -2 pP—s0
Observacion 3.3.1. Toda sucesion exacta corta 0 M-—25N i P 0 es isomorfa
a una como la del ejemplo 3.3.1.1: en efecto,
0 M- N—Y p 0
0 Im € N—-5 N/Im ¢ ——0
Proposicién 3.3.2. Consideremos una sucesion exacta corta 2 : 0 M-—Y25N v P 0
Son equivalentes:
1. Existe un morfismov: P — N tal queyov =idp, 0 M2 NF i P 0
2. Eziste un morfismon: N — M tal que nop =id s, 0 M- N i P 0

3. La sucesion E es equivalente a la sucesion exacta corta 0 —— M M N @P PP 0.
Es decir, existe un isomorfismo 8 : N — M @ P que hace conmutar el siguiente diagrama:

o—sM—2 sN—Y s p_ 10

ol

0— M- MegP-2sP 0

Demostracion. (1 = 3) Tenemos v : P — N tal que ¥ ov = id p. La propiedad universal de
la suma directa nos dice que existe un dnico 6 : M @ P — N que hace conmutar el siguiente
diagrama:

M- s MeP+L P

N

En vista del lema 3.3.1, § debe ser un isomorfismo. El isomorfismo 3 buscado es 1.

(2 = 3) Tenemos nn : N — M tal que no ¢ = id j;. Como la suma directa y el producto
directo coinciden para un conjunto de indices finito, podemos usar la propiedad universal del

52



producto directo. Por lo tanto, existe una tdnica 5 : N — M @ P que hace conmutar el siguiente
diagrama:

MM peopr- 2 p
\ﬁ /
N

Por el lema 3.3.1, 8 es el isomorfismo buscado.

(3=1) Sea v = 37! o1p. Entonces, por conmutatividad del cuadrado derecho:
Ypov=mpofBoftowp=mpoip=ridp
(3 = 2) Sea v = mys o 8. Entonces, por conmutatividad del diagrama izquierdo,
now=myofop=mpotly =idy O

Observacion 3.3.2. 1. La condicién 3 no sélo expresa que N = M@ P, sino que el isomorfismo
hace conmutar dos cuadrados, lo cual es més fuerte (ver ejercicio 7 del préctico 7).
2. De la demostracién de (1 = 3) se desprende que, si 0 M—25N i P 0

14
es una sucesién exacta corta que “se escinde via v”, entonces tenemos que el morfismo
d: M @®P — N definido por d(m,p) = p(m) + v(p) es un isomorfismo. Ademéas Im ¢ @

Imv=N,elmv=P.

Anéloga observacién vale para la escision via 7.

Definicion 3.3.3. Diremos que una sucesion exacta corta se escinde si satisface la proposicién
anterior.

(]

Ejemplo 3.3.1. Toda sucesion exacta corta F : 0 M-—24N L 0, con L libre
se escinde. En efecto, alcanza con definir v en una base de L y, usando la propiedad universal
para mddulos libres, extenderla a L.

En particular, toda sucesién exacta corta de espacios vectoriales se escinde.

3.4. Producto tensorial

3.4.1. Algo mas sobre mdédulos libres

Definicién 3.4.1. El A-mddulo libre generado por un conjunto S es La(S) = @ A; donde
€S
A; = A para todo i € S, considerado como A-médulo con la accién regular. Explicitamente,

Ls(S)={f:9— A: f funcidén, sop(f) finito}

Observacion 3.4.1. 1. Si A no es el anillo trivial y s € S, la funcion indicatriz de s es
1 sit=
Xs(t) : S — A, definida como X,(t) = 0 S? L ® . Observar que X5 € La(S) vy que la
si S

funcién S — L4(S), s — X es inyectiva, luego podemos pensar S < L(S).

2. Dado f € L(S), se tiene que f = >, f(i)X; = >, f(i)i donde en la tltima igualdad ya
€S €S
hicimos la identificacién recién desc;ita. '
Esto muestra que S (formalmente, la copia de S en L4(5)) es generador de L4(S) como
A-moédulo.
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3. Ademsds S es linealmente independiente:

ZCLZX—O<:>ZG,ZZ =0 Vjel < ;=0 Vi=1,.

Por lo tanto L4(S5) es un A-médulo libre con base S, justificando su denominacion.
Corolario 3.4.1. Todo A-mddulo M es cociente de uno libre.

Demostracion. Sean M un A-médulo y S € M un generador de M (por ejemplo S = M).
Entonces por la propiedad universal del A-mdédulo libre con base S, existe una unica @ que hace
conmutar el siguiente diagrama:

e inc g M

La(S)
Es decir, ¢(s) = s para todo s € S. Se tiene que ¢ es sobreyectiva, pues dado m € M,
k k k
m=Ylaisi = Y a;ip(si) = ¢ (Z az’Sz‘)
i=1 i=1 i=1

Por lo tanto M ~ ker(S) O
)

3.4.2. Producto tensorial

El producto tensorial es una construcciéon que permite llevar el dlgebra multilineal al con-
texto lineal. Més en concreto, el producto tensorial de A-mdédulos permite pensar funciones
A-bilineales (y més en general A-multilineales) como funciones A-lineales (es decir, como mor-
fismos de A-mddulos).

Asumiremos para el resto del capitulo que A es conmutativo.

Definicion 3.4.2. Sean A un anillo conmutativo, M y N dos A-médulos. El producto tensorial
entre M y N se define como el A-médulo

La(M x N)

M ®a N = T
donde T es el submédulo de Ly (M x N) generado por los elementos

1) (am,n) —a(m,n),

\V)

(
(m,an) — a(m,n),
(

3) (m,n)+ (m,n’) — (m,n+n'),

)
)
)
4) (m,n) + (m',n) — (m +m',n),

donde m,m’ € M,n,n’ € N,a € A.
Notamos m ® n a la clase de (m,n) y llamamos a estos elementos tensores elementales.
Ademés, definimos 6 : M x N — M ®4 N como 6(m,n) := m®n para todo me M, ne N. Es

decir, 0 es la composicion M x N La(M x N) —— M ®4 N .
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Observacion 3.4.2. 1. Todo elemento de M ®4 N es suma finita de tensores elementales: en
efecto, si z € M ®4 N, entonces:

r =T ( 2 aij(mi,nj)> =T ( Z aijb(mi,nj)> = 2 aijﬁ(mi,nj)

7,7=1 i,7=1 2,7=1
=mjeM
| |
s T s r s
D) ) _ /
= Qijmy ®nj = Q;5M; @nj = m; ®nj
j=1li=1 j=1 \i=1 j=1

En particular, si ¢, : M ®4 N — U son morfismos de A-médulos, entonces se cumple
que ¢ =1 siy sélo si p(m®n) = 1p(m ®n) para todo me M,ne N.

2. No es cierto que todo elemento de M ® 4 N sea de la forma m ® n.

3. Los tensores elementales no son linealmente independientes. En efecto, se tiene por ejemplo
men+men =m®e (n+n').

4. Oy ®n = 0pg, v = Mm@ Oy para todo me M,ne N.

5. El submédulo T puede ser muy grande; mds ain, puede ser todo L 4(M x N') como muestra
el siguiente ejemplo:
73 ®yz Z3 = {0}
En efecto, I® 1 = I@(4-i) = 4-@@1) = (4-1)®1=0®1 =0,y por lo tanto
m®n=m-1)®(n-1)=mn-(1®1) =0 para todo m € Za,n € Zs.

6. La nocién de producto tensorial puede generalizarse a anillos no conmutativos, pero se
hace en el contexto en que M es un A-mdédulo a derecha y N es un A-mddulo a izquierda.
En este caso el producto tensorial resulta apenas un grupo abeliano, a menos que M o N
tengan mdas estructura.

Definicion 3.4.3. Sean A un anillo, M, N,U tres A-médulos y b: M x N — U una funcién.
Decimos que b es A-bilineal si es lineal en cada variable; es decir, si se verifican las siguientes
condiciones:

» b(am + m/,n) = ab(m,n) + b(m', n),
» b(m,an +n') = ab(m,n) + b(m,n’),
para todo m,m’ € M,n,n’ € N,a € A.

A continuacién vemos la propiedad universal del producto tensorial. Informalmente, ésta dice
que para definir un mapa A-lineal M ®4 N — U, basta definir un mapa A-bilineal M x N — U.
Como siempre, no es dificil probar que la propiedad universal caracteriza al objeto a menos de
isomorfismo. Por lo tanto, es practico cuando se trata con el producto tensorial usar siempre su
propiedad universal, no apelando por lo general a su definicién, que si bien es natural, puede
ser un poco enrevesada para manipular.

Teorema 3.4.2 (Propiedad universal del producto tensorial). Sean A un anillo conmutativo y
M, N,U tres A-mddulos. Para cada funcion A-bilineal b: M x N — U existe un tinico morfismo
de A-modulos b: M ®4 N — U que hace conmutar el siquiente diagrama:

MxN—.U

‘l
0
b

M@AN
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Demostracion. Llamemos ¢ : M x N — La(M x N) a la inclusién. Por la propiedad universal
de los médulos libres, existe by : La(M x N) — U tal que by(m,n) = b(m,n) para todo
me M,ne N, es decir by or = b.

Ahora bien, es ficil ver que las condiciones de bilinealidad de b implican que T < Ker by
por tanto, por la propiedad universal del cociente, b1 induce un morfismo de A-mdédulos

Y
b: M®s N — U tal que bom = by.

M®4 N

Observando que, por construccién, bo = bomwor = by ot = b, se tiene que b es el morfismo
buscado.

Para ver la unicidad: si existe h : M @4 N — U tal que h o § = b, entonces como cualquier
elemento de M ® 4 N es suma de tensores elementales,

h (Z m; ®ni> = Z h(m; ® n;) = Z b(m,m;)
i=1 i=1 i=1
de donde h estd univocamente determinada por b. O

La siguiente proposicion es una aplicacién de la propiedad universal que permite generar

algo que podriamos llamar (y formalmente asi se llama) productos tensoriales de morfismos de
A-mddulos.

Proposicion 3.4.3. Sean ¢ : M — N,y : P — @ morfismos de A-mddulos. Existe un unico

morfismo o @Y : M Q@4 P —> N ®4 Q que hace conmutar el siguiente diagrama:

MxP2Y N %0
91l J{GQ
&

M@aP 2% N@aQ

donde px1) : M x P — N xQ se define como px1p(m,p) = (p(m),¥(p)) para todom e M,p € P.

Demostracion. Queda a cargo del lector probar que 30 (@ x ) : M x P - N®4Q es A-bilineal.
El resultado se deduce entonces de la propiedad universal del producto tensorial. La funcién
resultante queda definida por (¢ ® ¥)(m ®@n) = p(m) ®Y(n),Yme M,ne N. O

Observacion 3.4.3. No es dificil verificar que esta operacién cumple las siguientes propiedades:

v id y ®id y = id yg N,

= Dados f, g, f’, ¢’ morfismos de A-médulos como abajo, el diagrama de la derecha conmuta:

M M’ M@y M

fl f’J f®f’J{

N N’ N®a N | (gofH)®dof")
gJ( gl g®g/J

P P’ PRy P
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La siguiente proposicion lista propiedades “buenas” del producto tensorial; afirma que es
esencialmente (a menos de isomorfismos) asociativo, conmutativo, que tiene neutro y que es
distributivo respecto de la suma directa.

Proposicion 3.4.4. Sean A un anillo conmutativo y M, N, P A-mdédulos. Entonces
1. M®s1N)®sP=~M®®s(N®yP),
2. M®a N =N®yM,
S MR A>=2AR@q M =~ M,
4. MR (NOP)=(MR4s4 N)D(M®4 P).

Demostracion. La estrategia para probar estos isomorfismos es siempre la misma: construir con
la propiedad universal un morfismo, y andlogamente se construye un morfismo en el otro sentido
que resulta ser su inversa.

1. Para cada p € P, la funcién F) : M x N — M ®4 (N ®4 P) definida por Fj(m,n) =
m® (n®p) es A-bilineal y por lo tanto induce un morfismo de A-médulos, Fj, : M @4 N —
M ®a (N ®4 P) de A-mé6dulos.

Por otra parte, la funcién F' : (M ®4 N) x P - M ®a (N ®4 P) definida como
F(m®mn,p) = F,(m®n) es A-bilineal y por lo tanto induce un morfismo de A-médulos
F:(M®4sN)®s P —> M®s (N ®y P) que resulta ser un isomorfismo (su inversa se

define andlogamente).

(M4 N)x P—E 3 M®u (N4 P)
Y

BJ/ F

(M ®aN)®a

Observar que es F(m®@n)®p) = m® (n@p).
2. La funcién 7 : M x N - N ®4 M definida por 7(m,n) = n® m es A-bilineal y por tanto

induce un morfismo 7 : M ®4 N — N ®4 M de A-mddulos que resulta ser un isomorfismo
(su inversa se define andlogamente).

Observar que es 7(m®n) = n ® m.

3. La funcién b : M x A — M, definida por b(m,a) = am es A-bilineal y por tanto induce
un morfismo b: M ®4 A — M de A-médulos que resulta ser un isomorfismo (con inversa
que llevame M en m®14).

Observar que es b(m ® a) = am.

4. La funcién f: M x (N@® P) — (M ®4 N)® (M ®a P), f(m,n +p) = (m,n) + (m,p) es

A-bilineal y por tanto induce un morfismo f: M ®4 (N ®P) - (M ®4 N) @ (M ®4 P)
de A-modulos.

Observar que es f(m® (n,p)) = (M@ n, m p).

Por otro lado, las funciones g1 : M X N > M @4 (N®P)y go: M x P> M®4 (N®P)
definidas por g1(m,n) = m ®n, ga(m,p) = m ® p son A-bilineales y por tanto inducen
morfismos g1 : M@a N > M @A (N®P)y go: M4 P — M®y (N@P) de A-mbdulos.
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A partir de éstos se construye, con la propiedad universal de la suma directa, un morfismo
de A-médulos G: (M4 N)B (M4 P) > M ®4 (N @ P) que resulta ser el inverso de f.

Mg N— M@A M®AP +—— M@us P

\/

M®s(N®P)
Observar que es G(m®n,m' ® p) = m® (n,0) + m' ® (0, p). O

Observacion 3.4.4. En realidad hemos probado que el producto tensorial es distributivo respecto
de sumas directas finitas. Andlogamente se prueba que existen isomorfismos
(B M) @1 P =P (M;®P)y M@ (DP)— B (M®aF).

Si bien los tensores elementales no son linealmente independientes, se puede probar que a
partir de bases de M y N se construye una base (formada por tensores elementales) de M ®4 N.

Proposicién 3.4.5. Sean M y N dos A-mddulos libres con bases respectivas B = {b;}cr,
B’ = {b}jes. Entonces:

m M ®a N es libre,
= X ={bi®V; |iel,je J} es base de M ®4 N.

Demostracion. Probaremos directamente la segunda afirmacién (de la cual se deduce la primera).

Veamos primero que X genera M ®4 N.

Todo elemento u € M ®4 N es de la forma u = i my, ®n. Ahora bien, para cada k se tiene
my = Z Aiibi,np = Z ,ukjb;», donde ambas sumas ]igr?olucran una cantidad finita de elementos
(los coeficientes no nljllOS son s6lo una cantidad finita). Por lo tanto:

u = Z Akittijbi @ U
k.irj

de donde X es generador de M ®4 N.
Veamos que X es linealmente independiente. Tenemos M = @, Ab;, N = P ; Ab;. Entonces
por la observacién 3.4.4, M ®4 N = @” (Abi ®a Ab;.).

Ademads Ab; ®AAb’ >~ ARy A =~ A, mediante b; ®b’ —1®1—1-1=1.
Se tiene entonces que M @4 N ~ El—) Ay X se corresponde con la base candnica de 6—)

mediante el isomorfismo. Por lo tanto como un isomorfismo lleva bases en bases, debe ser X
una base de M ®4 N. O

El siguiente corolario es inmediato.
Corolario 3.4.6. Si M y N son libres, rg(M ®4 N) = rg(M) rg(N).

Corolario 3.4.7. SiV y W son k-espacios vectoriales y v e V,w € W son no nulos, entonces
v@w # 0.

Demostracion. Como los conjuntos {v} y {w} son linealmente independientes en V' y W respec-
tivamente, se extienden a bases. El elemento v ® w forma parte entonces de una base de V @ W
y en particular es no nulo. O
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3.5. Teorema de estructura

Notas adaptadas por Mariana Haim para el curso “Anillos y Mddulos” 2021.

Este capitulo estd dedicado al llamado Teorema de FEstructura de modulos finitamente
generados sobre un DIP, que describe ¢cémo son todos los médulos finitamente generados indes-
componibles sobre un DIP y asegura que los demds se construyen a partir de estos tomando
sumas directas finitas.

Para acercarnos al resultado, comenzamos con una seccién que lista “buenas” propiedades
de los médulos sobre un DIP y seguimos con una seccién que presenta los médulos de torsién y
su también “buen comportamiento” sobre un DIP, fundamentales para entender el Teorema de
Estructura. La 1ltima seccién es una aplicaciéon del Teorema de Estructura que permite obtener
la forma de Jordan de una matriz, y una construccién general de ésta para el caso de un cuerpo
cualquiera.

3.5.1. Propiedades hereditarias de los médulos sobre un DIP

Recordamos que un anillo es noetheriano a izquierda si sus ideales a izquierda son finitamente
generados.

Proposiciéon 3.5.1. Sean A un anillo noetheriano a izquierda, M un A-mddulo y N € M un
submddulo. Si M es finitamente generado, entonces N también lo es.

Demostracion. Haremos induccién en p(M).
Si u(M) =1, entonces M = Am = ﬁ(m) para algin m € M y por tanto N es isomorfo a

un submédulo de ﬁ(m). Por el teorema de correspondencia, existe J ideal izquierdo de A tal

que N x~ ﬁ(m). Como J es finitamente generado, N también lo es.

Supongamos que vale el resultado para valores menores o iguales a n 'y que u(M) =n + 1.
Tomemos G = {g1,...,gn+1} generador de M y definamos M’ = Ag; + - - + Agy. En la sucesién
exacta:

N
0O->M~rnN—->N->—"— 50
—> —> M/ A N —>
el término de la derecha es M,]\r[\ N = M]/J,N c % = AG,11 por el segundo teorema de isomorfismo,
y el término de la izquierda es un submédulo de M’ que verifica u(M') < n. Por hipétesis de
induccion, ambos términos son finitamente generados, de donde se deduce que el término del

medio también lo es (proposicién 4.4.3). O

El resultado anterior puede mejorarse para el caso de un DIP, como muestra la siguiente

Proposicion 3.5.2. Sean D un DIP, M un D-mddulo y N < M un submddulo. Si M es
finitamente generado, entonces N también lo es y p(N) < pu(M).

Demostracion. La primera parte de la afirmacion es consecuencia directa de la Proposicién 3.5.1,
ya que todo DIP es noetheriano. Para la segunda parte de la afirmacién, recorramos la prueba
de la proposicién 3.5.1. En el caso base, se tiene que J es generado por un elemento por ser
D DIP y por lo tanto N también, de donde pu(N) < 1 = pu(M). En el paso inductivo, se tiene
p(M' A N) < p(M) y p(35%) < p(2L) =1, de donde u(N) < (M’ A N) + p(57x) <
p(M')+1<n+1=p(M). O

Para el caso de submédulos de un mdédulo libre sobre un DIP, se puede afinar el resultado, a
saber:
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Proposicion 3.5.3. Sean D un DIP, M un D-mddulo y N € M un submddulo. Si M es libre
de rango finito, entonces N también lo es y rg(N) < rg(M).

Demostracion. Otra vez procederemos por induccién, esta vez en rg(M).

Sirg(M) =1, entonces M =~ D y por tanto N = J siendo J un ideal de D, por lo tanto
principal. Se tiene entonces N =~ (a) para cierto a € D. Si a = 0, ya esta. Si no, como D es un
dominio, {a} es linealmente independiente y por lo tanto la imagen de {a} por el isomorfismo
N = (a) es base de N, que resulta libre de rango 1.

Supongamos que vale el resultado para médulos de rango menor o igual a n y probémoslo para
M derangon+ 1. Si B = {by,...,b,11} es base de M, sea M’ = Ab; + --- + Ab,,. Nuevamente,
en la sucesién exacta:

N
N
M' AN

el término de la derecha es ﬁ c % = Ab, 1 que es libre de rango 1. En efecto, {b, 1} es
base de %: si ab,41 = 0, entonces ab,,1 € M’ y por tanto es combinacién lineal del conjunto
{b1,...,bp}; como B es linealmente independiente, se obtiene a = 0.

Por hipétesis de induccién, se tiene que el término de la derecha es libre y por tanto la
sucesién se escinde (corolario 4.4.6), y N = (M' n N) @ ﬁ

Por otra parte, M’ n N es un submédulo de M’ que es libre de rango n. Por hipétesis de
induccién, se deduce que N es libre y

0>M~AN<—N— 0

N M
rg(N) =rg(M' n N) +rg <Z\4’mN> <rg(M')+rg<M> =n+1. O

Observacion 3.5.1. El resultado anterior es valido aunque M no sea finitamente generado. Es
decir, sobre un DIP, submdédulo de un libre es libre. El lector interesado puede encontrar la
prueba del resultado general en el apéndice.

3.5.2. Teoria de torsion

Definiciéon 3.5.1. Sean A un anillo no trivial y M un A-médulo. Un elemento m € M se dice
de torsion si existe a € A no nulo tal que am = 0. Ademas, se define la torsion de M como el
subconjunto

Tor(M) = {m e M | m es de torsién}

El médulo M se dice de torsion si Tor(M) = M y se dice sin torsion o libre de torsion si

Tor(M) = {0}.
Observacion 3.5.2. = 0 e M siempre es de torsion.

= Si A es conmutativo, considerando A como  A-mdédulo, se  tiene
Tor(A) = {a € A | a es divisor de cero}. En particular, si D es un dominio, Tor(D) = {0}.

La siguiente proposicion muestra que la torsion de M tiene buenas propiedades en el caso
en que el anillo es un dominio, por lo que a partir de ahora nos situaremos en ese contexto.

Proposicién 3.5.4. Sea D un dominio y M un D-mddulo. Entonces Tor(M) < M es un
submddulo, y M/ Tor(M) es sin torsion.

Demostracion. Sean m,n € Tor(M). Existen entonces a,b € D no nulos tales que am = bn = 0
y por lo tanto ab(m + n) = 0, puesto que D es conmutativo. Como D no tiene divisores de cero,
se tiene ab # 0 y por lo tanto m + n € Tor(M).

Por otra parte, si m € Tor(M) y d € D, entonces existe a € D no nulo tal que am = 0y por
lo tanto a(dm) = d(am) = 0, por lo que dm € Tor(M).
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Veamos la segunda afirmacién. Sea T € M/ Tor(M), T # 0 (i.e. ¢ Tor(M)). Supongamos
que aZ = 0. Pero entonces ax = 0 = ax € Tor(M), es decir, existe b # 0 tal que baz = 0. Como
x ¢ Tor(M), entonces ba = 0. Como b # 0 y D es un dominio, debe ser a = 0. O

Observacion 3.5.3. 1. Es sencillo verificar que si f : M — N es un isomorfismo, se tiene
f(Tor(M)) = Tor(N), por lo que si D es un dominio y M, N son D-médulos, entonces
M =~ N = Tor(M) = Tor(N).

2. Es un ejercicio verificar que Tor(@,.; M;) = @, Tor(M;).

Ejemplos 3.5.1. 1. Si L es libre sobre un dominio, entonces Tor(L) = {0}. En efecto,
L =~ @®,.; D por lo que Tor(L) = @,.; Tor(D) = {0}.
2. Zy, como Z-mébdulo es de torsién, es decir, Tor(Z,) = Z,. En efecto nT = 0, para todo
T E€ Ly .

3. Mas en general, todo grupo abeliano finito GG es de torsién. En efecto, dado g € G no nulo,
consideremos el morfismo de Z-médulos ¢g : Z — G, @4(n) = ng. Si g no es de torsion,
entonces Ker ¢ = 0 y por lo tanto G contiene una copia de Z, por lo que es infinito.

En el ejemplo anterior observamos que todo médulo libre sobre un dominio es sin torsién.
El reciproco no es cierto, como muestran los siguientes

Ejemplos 3.5.2. 1. Q es un Z-médulo sin torsién que no es libre.
2. (x,y) es un k[z, y]-médulo sin torsién que no es libre.

3. ZN (el producto directo de infinitas copias de Z) es un Z-médulo sin torsién que no es
libre.

Sin embargo, el resultado es positivo para el caso en que D es un DIP y M es finitamente
generado, como enuncia la siguiente

Proposicion 3.5.5. Si D es un DIP y M es un D-modulo finitamente generado y sin torsion,
entonces M es libre.

Demostracion. Sea X = {xi,...,z,} un generador de M. Como M es sin torsién, cada uno
de los conjuntos {z;} es linealmente independiente, por lo que existe un subconjunto de X
linealmente independiente maximal U = {uy,...,uz} € X. ¢

Supongamos que existe x; € X\U. Entonces, por maximalidad de U, el conjunto U u {z;} es
linealmente dependiente, y por lo tanto (como U es linealmente independiente), existe d; € D
no nulo tal que d;x; = ajuy + asus + - - - + apu.

Llamemos d al producto de los d; obtenidos por cada x; € X\U. Como D es un dominio,
debe ser d # 0. Ademés, para cada i € {1,...,n}, se tiene dx; € {uy, ..., u).

Sea ¢ : M — M, ¢(m) = dm. Es un morfismo de D-mddulos. Es inyectivo porque M es sin
torsién. Por lo tanto, el primer teorema de isomorfismo nos da M ~ Im ¢ < {uy, ..., ug) que es
libre. Al ser D un DIP, todo submédulo de un D-médulo libre es libre; en particular, Im ¢ ~ M
es libre. O

5Se puede probar, de hecho, que en un médulo finitamente generado sobre un dominio, todo conjunto linealmente
independiente tiene < elementos que un generador.
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3.5.3. Teorema de estructura

Proposicién 3.5.6. Sean D un DIP y M un D-mdédulo finitamente generado. Entonces existen
D-mddulos L y T, con L libre y T de torsion, tales que M ~T @ L. Ademdas, L y T son inicos
a menos de isomorfismo.

Demostracion. Alcanza con observar que en la sucesién exacta

M
0 — Tor(M M- ——=0
(M) =>M—>720n ™
el término de la derecha es sin torsién, y por tanto libre (proposicién 3.5.5). Se tiene entonces
que la sucesién se escinde, y por consecuencia

M

M = Tor(M) @W.

Tomando 7' = Tor(M) y L = % se tiene la descomposicién buscada.
Supongamos ahora que T@® L =~ T @ L’ via un isomorfismo . Entonces, por la Observacién
3.5.3, se tiene ¢ (Tor(T @ L)) = Tor(T" @ L'), i.e. (T) = T'. Tenemos entonces T =~ T y la

prueba termina observando que

TOL _o(T®L) ToOL _

L ~ = ~ . 0
T o(T) T

lle

Tenemos entonces descompuesto a un modulo finitamente generado M sobre un DIP de
manera dnica como suma directa de un libre con su torsiéon Tor(M ). Como ya sabemos, la parte
libre es de la forma @; D. Ahora investigaremos qué forma tiene la parte de torsién.

Definicion 3.5.2. Un médulo M # 0 se dice indescomponible si M = X @Y implica X =0
oY =0.

Proposicion 3.5.7. Si D es un dip, los D-mdédulos D y %, con p primo Yy o positivo son
indescomponibles y ciclicos.

Demostracion. Sale usando que la intersecciéon de dos ideales de D distintos y no triviales es no
trivial, sale la afirmacion para D, que estd generado por 1.

Para la segunda hay que considerar ideales de D que contienen a (p®) y sale la afirmacién para
(p—%), que estéd generado por 1. ]

Teorema 3.5.8 (de estructura de médulos finitamente generados de torsién). Sean D un DIP

y M un D-mddulo finitamente generado. Existen py,...,pr € D irreducibles, ny,...,n; € ZT y
i €L ie{l,2,...,t},je{1,2,...,n;} tales que
D D D D
Tor(M) = @ ® @ ® @ ® g
(P1™) (py™) (pi*) (pe"™)

Ademds, los p; son inicos a menos de asociados y los n;, vy son Unicos.

., (6771 . . .
Observacion 3.5.4. » Los p; " se dicen factores invariantes de M.

» Se trata de una descomposicién de T'or(M) en submdédulos ciclicos indescomponibles.

= Juntando la segunda afirmacién con la proposiciéon 3.5.6, se tiene que todo moédulo finita-
mente generado se descompone en suma directa de submédulos ciclicos indescomponibles
(la parte libre aporta sumandos del tipo D, y la parte de torsién sumandos del tipo %

con p € D irreducible y o € Z7).
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» El conjunto {r,t,p{",... ,p(:mt} es un conjunto completo de invariantes; es decir, si dos
D-modulos son isomorfos, entonces tienen los mismos invariantes. Ademés este conjunto
de invariantes es completo: es decir, que si dos D-moddulos tienen los mismos invariantes
entonces son isomorfos.

Demostracion. No vamos a demostrar este Teorema en el contexto general; para simplificar,
haremos la prueba (en la préxima seccién) para el caso D = Z (esto es, para grupos abelianos).
O

3.5.4. Prueba del Teorema de Estructura de Grupos abelianos finitamente
generados

Proposicién 3.5.9. = Todo grupo abeliano finito se descompone en suma de indescomponi-
bles.

= Un grupo abeliano es finitamente generado y de torsion si y solo si es finito.

Demostracion. = En efecto, si el grupo es indescomponible, ya estd, si no es suma directa
de subgrupos de cardinal estrictamente menor. Si ambos son indescomponibles ya esté,
si no el proceso sigue y para porque el cardinal del grupo original es finito y va bajando
estrictamente en cada descomposicién no tirival.

= Supongamos que G es finito. Si tiene un elemento sin torsién z € G, el morfismo de grupos

7Z — G que multiplica por x es inyectivo, contradiciendo la finitud de G.
Reciprocamente si X es un generador finito de GG, para todo x € X existe n € Z no nulo
tal que n,z = 0. Se deduce que todo elemento de G es combinacién de los elementos de
X con coeficiente en x un entero entre 0 y n, — 1, por lo que hay finitos elementos en G.
O

Proposicion 3.5.10. = Un grupo abeliano es finitamente generado y de torsion si y solo si
es finito.

» Si G es un grupo abeliano finito, existe n € N tal que nx = 0,Vz e G. 7

Demostracion. » Si G es finito entonces es finitamente generado por el propio G. Ademas,
si tiene un elemento x # 0 que no es de torsién, se deduce que el morfismo Z — G que
multiplica por x es inyectivo y por tanto G es infinito.

Reciprocamente, sea X un generador finito de G. Cada elemento x € X tiene un testigo
n, € N de la torsién. Se puede probar a partir de aquique todo elemento de G es de la
forma ),y 722, con 0 < 1, < ng, por lo que G tiene a lo sumo [ [,y n, elementos.

= Alcanza con tomar un testigo de la torsién para cada x € G y multiplicarlos todos entre
si , obteniendo un posible n.
O

Definicion 3.5.3. Sea p un natural primo. Un grupo abeliano G es un p-grupo si para todo
z € (G, existe a tal que p®z =0

"Se puede probar, a partir del conocido Teorema de Lagrange para grupos - pero no lo haremos acé- que #G
sirve como un posible n.
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Observacion 3.5.5. Dado un grupo abeliano GG y un primo p, se define

Tory(G) ={ge G |3a>1:pig=0}.

!

Es facil probar que Tor,(G) es un subgrupo de Tor(G) y que si G = G’ via ¢, entonces

Tory(G) = Tor,(G") via la correspondiente restriccién de ¢
Teorema 3.5.11. Todo grupo abeliano finito se descompone en suma directa de p-grupos.

Demostracion. Sea n como en la Proposicién 3.5.10. Para todo g € G, se tiene ng = 0. Supon-
gamos n = pi'ps? - - pit con med(p;, pj) = 1,Vi # j y consideremos para cada i € {1,2,--- ,t},
el subgrupo

Gi =Tory,(G) <G.

Veamos primero que G = @2:1 G;.
Notar que si ¢; = ﬁ, se tiene ¢;x € GVx € G y med(q1,q2,...q) = 1, por lo que existen a; € Z

tales que Zle a;q; = 1. Se deduce, para todo x € G:

k
T = 1'x=a1q1x+---atth€ZGi.
i=1
Ademsds, si x € G; N Zj# Gj, entonces pfr =0y x = Z#i xj,x; € G;. Para cada j # i sea o;

(e}

tal que p?"xj =0yt=]];,p;  Sededuce tx = 0. Pero med (p;"*,t) = 1 de donde x = 1-2 = 0.

O

Lema 3.5.12. Sea G un p-grupo abeliano yY = {y1,y2, - ,yt} S G tal que <Y >= @le <
Yi >

1. Sipz =vy;,Vie{1,2,--- ,t}, entonces < y1,ya, -+ , Y >= @221 <y >.
2. SikieZ,Vie{l,2,---,t}, entonces < kiy1, kaya, - , kiyr >= @5:1 < kyy; >.

Demostracién. 1. Supongamos que Zle a;z; = 0. Entonces 2221 a;y; = Zf;l a;pz; = pZ§:1 a;z; =
0. Usando la hipétesis, se deduce que a;y; = 0,Vi € {1,2,--- ,t}. Como G es un p-grupo,
se deduce que a; = pa}, Vi. Se tiene entonces Zle aly; = Zle alpzi =0 = Zle a;z; =0
y por tanto a;z; = aipz; = aly; = 0,Vie {1,2,--- ,t}.

2. Supongamos que Zle a;k;z; = 0 se deduce de la parte anterior que a;k;z; = 0,Vi €
{1,2,--- ,t}.
O

Teorema 3.5.13. Todo p-grupo finito es isomorfo a la suma directa finita de grupos de la forma
Lipei, con e; € Nye > 1.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién en
m = min{«a | p*z = 0,Yz € G}

Sim = 1, entonces pr = 0,V € G, de lo que se deduce que G es un Z,-espacio vectorial, y como
tal, es suma directa de copias de Z, (en particular lo es como grupo abeliano).

Supongamos que el resultado vale hasta m. Lo probaremos para m + 1. Consideremos H =
pG < G. Como p™'z = 0,Vx € H, se tiene por induccién que H = @lezpf.

Tomemos {pz1,pz2, - ,pz} generador de H tal que pz; genera Zye . Por otra parte sea A, =
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{r € G | px = 0}. Para cada z; en L, si k; = min{n | ny; = 0}, entonces k;z; € A,. En efecto
p(kiz;) = ki(pz;) = ky; = 0.
Ahora bien, A, es un Z,- espacio vectorial y por lo tanto es suma directa de copias de Z,,.
Por el Lema 3.5.12, el conjunto X = {k;z1,- - kt2;} es linealmente independiente (en A, como
Zp-espacio vectorial), y por tanto se extiende a una base X u'Y de A,.
Consideremos los subgrupos K Y L generados respectivamente por Y y {z1, 22, -+, 2¢}. Por un
lado, K < A,, estd en las hipotésis de induccién y por lo tanto es suma de (p-) grupos ciclicos.
Por otro lado, L es suma directa de los subgrupos generados por los z;, que son ciclicos (de
orden pk;).
Vamos a probar que G = K @ L y con eso tenemos la tesis.
Veamos primero que K n L = 0: sea y = 2221 a;z; €E<Y >< A,. Se tiene entonces py = 0
y por tanto a;y; = paiz; = 0,Vi = {1,2,--- ,t}, de donde a; = ajk; y se deduce 0 =y —y =
Zf;l a;kizi — y y por construccién de Y resulta y = 0.
Veamos ahora que G = K + L. Para cada x € G, se tiene pz € H, por lo que pz = >, —i = 1ta;y; =
2521 pa;z;, de donde p(z — Zle a;z;) = 0. Se deduce que = — Z§=1 a;z; € A, y por lo tanto en
K + L. Finalmente x € K + L puesto que 22:1 a;z; € L.

O

Observacion 3.5.6. Notar que los grupos finitos indescomponibles son de la forma Za.

Ejemplo 3.5.1. Hallemos todas las clases de isomorfismo de un grupo abeliano G de cardinal
180. Como 180 = 22-32. 5. Por lo tanto G es isomorfo a uno y sélo uno de los siguientes:

w Zo@Zo® L3 @ LD Ls,
w Zo2 @ L3 ® L3 D Ls,

= Zo@®ZLy® L3> @ Ls,

v Zy2 @ ZLz2 @ Ls.

Corolario 3.5.14 (Clasificacién de grupos abelianos finitamente generados). Sea G un grupo
abeliano finitamente generado.

Existe un unico r € N, y inicos (a menos del orden) p1,...,pr € N primos (no necesariamente
diferentes) y ny,--- ,np € N no nulos y oy = 1,Vie {1,2,--- ,k},je€{1,2,---n;}, tales que

G = (Zyon @Zy2 @@L o1 ) O+ ® (Lyps @ Ly @+ DL o1, ) DL

Demostracion.

Existencia

Como Z es un DIP, sabemos que todo grupo abeliano G finitamente generado se descompone
en suma directa de un subgrupo libre y uno de torsién. La parte libre es de la forma Z".

La parte de torsion es finita (porque es finitamente generada) por lo que el resto de la prueba
se deduce de los Teoremas 3.5.11 y 3.5.13.

Unicidad Por un lado si T@® L =~ T' ® L' con T,T’ de torsién y L, L’ libres, se tiene por la
Proposicién 3.5.6 que T' =~ T', L ~ L’. Se deduce que r es unico, puesto que D tiene nimero de
base invariante.

Ahora bien, en vista de la Observacién 3.5.5, queda probar que si p es primo y

Zpoq @ZpDQ @"'@Zpan = Zp51 @Zpﬂz @@Zpﬁk (*)
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para ciertos n,k >0, a; = o; = 1, §; = $; = 1 cuando 7 > j, entonces n = k,o; = f3;, Vi.
Lo probaremos por induccién en el cardinal de 7. Si es p (es el caso T = Z,), la unicidad es
clara. Supongamos ahora que la afirmacion vale para #1T < h y que

Zpoq @Zpag @ - @Zpan >~ Zpﬁl @Zp52 @ - ®Zp5k
con o; = «j, i = B; cuando ¢ > j. Se deduce que
Plaper @ plapes @ -+ - @ pLiper, = prﬂl (‘DprBQ @®--- (‘Dprﬁk ()

Ahora bien, observemos que
0 siy=1
-1 si no

pr'y = { 7

(el segundo caso se prueba observando que el morfismo de Z,»_1 — Zy,» que multiplica por p estd
bien definido, es inyectivo y tiene imagen pZy). Si o; = 1, Vi entonces queda el grupo trivial a
la izquierda, y por lo tanto el grupo trivial a la derecha, lo que implica que 3; = 1Vj y ademads,
por cardinalidad, que n = k.

Si no, se tiene que, en (xx), el grupo de torsién involucrado tiene estrictamente al menos p y
estrictamente menos de h elementos y

p'Y

Zpa1—1 &) Zpa2—1 @D Zpal—l >~ Zpﬁlfl @ Zpﬁz—l @D Zpgrq.

donde todos los sumandos son no nulos. Se deduce, aplicando la hipétesis de induccién, que
r=1Laoa—1=p0—-1Vi<I.
Ademas pZpow = pZy,p, = 0,Yu > 1, de donde ay, = 8, = 1,Vu > [. ]

3.5.5. Aplicacion: forma de Jordan

En lo que sigue k es un cuerpo cualquiera, V un k-espacio vectorial y T': V' — V una
transformacion lineal.
Usaremos el Teorema de Estructura para, en el caso en que k = C y V de dimensién finita,
obtener una descomposicién de V' en subespacios T-ciclicos (i.e. generados por un elemento v y
sus transformados a través de T y sus iteradas), que da lugar a una base B de V para la cual la
matriz asociada p[T'|p es en algin sentido “simple”. Dicha matriz es esencialmente tunica y se
llama forma de Jordan de T

Antes de enunciar el primer resultado, conviene recordar algunas definiciones. Decimos que
un subespacio W de V' es T-invariante si T(W) € W, y que es T-ciclico si para cierto w € W,
se tiene que el conjunto {w, T'(w), T?(w),...,T"(w),...} es un generador de W. En este tiltimo
caso, notamos W = Z(T,w).

Recordemos ademds que un A-médulo M se dice ciclico si M = Am = {am | a € A} para
cierto m e M.

La siguiente proposicién permite poner nuestra situacién en contexto de médulos sobre k[z].

Proposicion 3.5.15. Sean k un cuerpo, V un k-espacio vectorial y T : V — V una transfor-
macion lineal. Entonces:

1. Definiendo pv = p(T')(v) para todo v € V,p € k[z], se obtiene que V es un k[x]-mddulo.

2. Si W <V es un subespacio vectorial, entonces se tiene que:
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a) W es T-invariante si y sdlo si W es un k[z]-submddulo de V,

b) W es T-ciclico si y solo si W es un k[z]-mddulo ciclico.

Demostracion. 1. La estructura aditiva de V' como k[z]-mddulo es la de V' como k-médulo.
Por otra parte es claro que la operacién - : k[xz] x V' — V es distributiva con respecto a
la suma en k[z] y con respecto a la suma en V. Observemos ademés que 10 = Id(v) = v
para todo v € V. Falta entonces verificar que

p(qv) = (pq)0 Vp,qekl[z],veV

Para esto, es claro que alcanza con verificarlo para p y ¢ monomios de k[z]. En efecto,
k
. _ . /[/
basta con observar que si p = Y. a;x", entonces
i=0

k
p-szai(azi-v) (3.1)
i=0

Tomemos entonces p = ax’, ¢ = bz?. Tenemos que qv = (b77)(v) = b1 (v). Entonces
p(qv) = p(bT? (v)) = (aT?) (BT (v)) = aT* (bT9(v)) = abT* (T%(v)) = abT"* (v)
Como pg = abx'*7, se deduce la tesis.

2. Tomemos ahora W < V subespacio.

a) W es T-invariante si y sélo si T'(w) € W para todo w € W, si y sélo si x-w e W
para todo w € W. Es claro por (3.1) que esto ultimo equivale a p - w € W para todo
w € W,p € k[z], es decir, a que W sea un k[z]-submddulo de V.

b) W = Z(T,w) siy sélo si W es generado como k-espacio vectorial por {T%(w) | i € N},
si y sélo si W es generado como k[z]-médulo por w (puesto que T"(w) = 2" -w). O

Observacion 3.5.7. 1. Considerando k < k[z], la accién de k[z] en V' definida arriba extiende
a la accién original de k en V. En efecto, A - v = (A1d)(v) = Av para todo A e k,ve V.

2. A partir de la Observacién 3.5.7.1, se deduce que un generador de V como k-espacio
vectorial también es generador de V' como k[z]-mdédulo.

3. Es claro que si V' es de dimensién finita Z(T', w) también lo es, y por lo tanto existe k € N
tal que el conjunto {w, T(w), T?(w),...,T* 1 (w)} es generador de Z(T,w). Més adelante,
veremos que se puede optimizar dicho k& para obtener una base.

4. Si f € k[z], se tiene que % es un espacio vectorial de dimensién gr (f). En efecto, es facil

verificar que el conjunto {1, Z, ..., 78" (f)_l} es una base.

Polinomios caracteristico y minimal Consideremos la inclusién ¢ : k — End(V), definida
por t(A\) = AId. Es claro que es un morfismo de anillos y por tanto se extiende de manera
tnica a un morfismo de anillos e7 : k[z] — End(V) tal que ep(z) = T. Explicitamente, se tiene
er(p) = p(T).

Si V tiene dimensién finita, podemos considerar el polinomio x7 = det(T' — xId). Dicho
polinomio se llama polinomio caracteristico de T, es de grado dim(V') y por tanto no nulo. El
Teorema de Cayley-Hamilton asegura que X7 (7T') = 0.
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Se deduce que ker(e7) es un ideal de k[z] no nulo, y por tanto generado por un polinomio
no nulo my € k[x] que se elige ménico y se llama polinomio minimal de T. (Notar que al elegir
mp monico, forzamos que sea inico).

Es claro entonces que mp(T) = 0, que mp | X7 y que my es el polinomio ménico de menor
grado entre los que anulan a T'.

La siguiente proposicién permite poner a V', en el caso en que tenga dimension finita, en el
contexto del Teorema de Estructura.

Proposicion 3.5.16. Sean k, V y T como antes. Supongamos ademds que V es de dimension
finita. Entonces V' es un k[z]-mddulo finitamente generado y de torsion.

Demostracion. Por la Observacion 3.5.7.2 es claro que V es finitamente generado, puesto que
es de dimensién finita.

Ademads si V' es de dimensién finita, podemos considerar el polinomio caracteristico de T'.
Como Xp(T) = 0, tenemos X7 - v = 0 para todo v € V. Se deduce que todo v € V es de
torsién. O

Estamos entonces en condiciones de aplicar el Teorema de Estructura al k[z]-médulo V', y
eso es lo que nos permitird demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.5.17. Sea V' un espacio vectorial de dimension n < oo y T € End(V). Sea ademds

mr = g1t qy? -+ g7 la descomposicion en irreducibles mdnicos no asociados dos a dos del poli-
nomio minimal. Entonces existen ki, ..., k, € Zt y subespacios Vij,i € {1,...,r},je{l,... ki}

de V', tales que
r k;
1LV =DDVy,
i=1j=1

2. para todo par (i, j), el subespacio Vi; es T-ciclico,

3. para todo par (i,7), existe nyj € Z" tal que Vi = )
4a;

4. para todo i, se tiene n; = max{n;; | j € {1,...,ki}},

5. n= Zgr (gi)ngj.
ij

Mads ain, los Vij son tinicos a menos de isomorfismos y de reordenaciones.

Demostracion. Como V es de torsién y finitamente generado sobre el dominio de ideales princi-
pales k[xz], el Teorema de Estructura nos da una descomposiciéon de V' en submédulos ciclicos
indescomponibles:

para ciertos p; € k[z] irreducibles no asociados dos a dos y ciertos n;; € Z* no nulos. Es claro
que los p; pueden elegirse ménicos, y eso hacemos.
t s
‘o k|x
Llamemos ¢ : @@ Lw]
i=1j=1 ;)
cadaie {l,...,r}, je{l,..., s},

— V al isomorfismo involucrado y definamos entonces, para




t s
Es claro que V. = P V;;, que Ann(Vi;) = (p;”). Ademds, para cada i € {1,...,t},

)

i=1j=1
podemos reordenar los j € {1,...,s;} para que n;; = -+ = ng,.
Veamos ahora que:
m =1t
» podemos reordernar los ¢ € {1,...,r = t} para que p; = ¢; y s; = k;, para todo i €
{1,...,r =t},
» n; =n;, para todoie {1,...,r =t}.

Como k[z] es un dominio factorial, mr se descompone de manera tnica (a menos de reorde-
naciones) en producto de irreducibles ménicos, por lo que alcanza con ver que

mp = p71111p72121 . ‘p?tl (32)

para deducir las tres afirmaciones de arriba. Llamemos p al polinomio del lado derecho de (3.2).
Como p?“ anula a cada Vj;, se tiene que p;*! anula a cada Vj;, y por tanto p anula a V. Se
deduce que p es multiplo de my.

Reciprocamente, observar que el polinomio minimal de Ty, es p?“ ; como mr anula a Vj; se
tiene que myp es multiplo de cada p?“ . Como p es el el minimo comuin multiplo de los p?ij , Se
obtiene que m7 es multiplo de p.

Al ser mp y p asociados y ménicos, se deduce que son iguales.

Finalmente, notar que por la observacién 3.5.7.4, tenemos dim(V;) = gr (p;)ni; = gr (gi)nij
de donde deducimos que la dimension de V' es n = > gr (¢;)n;;.

1
La unicidad se deduce de la unicidad en el Teorejma de Estructura. O

Lema 3.5.18. Para cualquier X € k, se tiene Z(T,v) = Z(T + Nidy,v).

Demostracion. Es claro que alcanza con probar una inclusién (la otra se deduce tomando —A\
en lugar de \). Para cada w € Z(T,v), existe p € k[z] tal que w = p(T")(v). Sea q(x) := p(x — ).
Si S =T + Xidy, se tiene ¢(S) = p(S — Xidy) = p(T'), por lo que w = q(5)(v) € Z(S,v). O

Corolario 3.5.19 (Forma canénica de Jordan). Sean k un cuerpo y A € My(k) tal que el
polinomio minimal es producto de polinomios de grado 1 con coeficientes en k. Entonces A es
semejante a una matriz de la forma

Ji 0 .- 0
0 J12 O 0
: 0
0 0 Ji,
Jop 0 - 0
0 0 Ja 0
J = . . 0 )
o .- 0 Jok,
Ja 0 - 0
0 Jp 0
0 0 .
0
0 0 Ju,
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donde para cada i€ {1,...,t},j€{1,...,k;}, se tiene que

A 0 0
1N
Jij=10 1 :
A 0
0 0 1 X\

para cierto \; € k.
Mds aiin, la matriz J es tinica a menos de reordenaciones de los bloques J;;.

Demostracion. Consideremos los V;; de la descomposicién del Teorema 3.5.17 y para cada par
(i,7), sea Tjj = T|Vij- Sabemos, por el dicho Teorema, que el polinomio minimal de Tj; es de la
forma q:”j, para cierto ¢; € k[z] ménico e irreducible. Pero por hipétesis, dicho irreducible debe
ser de grado 1 y por tanto de la forma x — \;, para cierto \; € k.

Consideremos entonces Sj; : V;; — V;; definida por S;; = Tj; — s Idvij. Por el Lema 3.5.13, se

tiene que V;; es S;j-ciclico, y por lo tanto admite una base Cy; = {v;;, Si;(vij;), Sfj (Vig), - - - s S;Ljijfl(vij)}.

’ Mg 45 . . .
Como ademas Sij” = 0, tenemos que la matriz asociada a S;; en dicha base es

0O 0 - --- 0
1 0
0 1
: . .0 0
o -~ 0 1 0

Como Tjj = Si; + N\ Idvij7 la matriz asociada a T;; en la base Cj; es

X O -+ o0
1\ :
0 1

N 0O
0 0 1 N

Tomando la base C' = | J, ; Cj; (ordenando los pares (i, j) segtin el orden lexicografico), se obtiene
que la matriz asociada a T en la base C' es la buscada.
La unicidad se deduce de la unicidad en el Teorema 3.5.17. O

Definicion 3.5.4. La matriz R del Corolario 3.5.19 se dice forma candnica de Jordan de la
matriz A en el cuerpo k.

Observaciones 3.5.1. 1. La forma de Jordan sobre un cuerpo k no siempre estd definida.

2. Si A es diagonalizable semejante a D, la forma canénica de Jordan de A estd definida y
es D (puesto que el polinomio minimal es el producto de los polinomios x — d;, variando
d; en todas las entradas distintas de la diagonal de D).

3. Si A es nilpotente, la forma candnica de Jordan de A estd definida (puesto que su poli-
nomio minimal es de la forma X™ y por tanto se descompone en producto de polinomios
irreducibles de grado 1).
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Ejemplos 3.5.3. 1. Seank un cuerpoy 7 : k? — k° definida por T'(a, b, ¢, d, e) = (2b, —2a, a+
5¢,a+ b+ c—2d,5e). Hallemos, si corresponde, la forma de Jordan de T en los casos k = R
vy k=C.

El polinomio caracteristico de T' es x7 = (22 +4)(5—x)?(—2— ). Calculemos el polinomio
minimal mp. Tenemos dos posibilidades

mp = xr o mp = (22 +4)(5 — 2)(—2 — ).

Ahora bien se tiene (A2 + 41d)(51d — A)(—2Id — A) = 0, por lo que my = (22 + 4)(5 —
x)(—2 —x). En el caso k = C, como A es diagonalizable, su forma de Jordan es

2

|
o ©
~.

Jc =

o O O O

o O O

O O ot O O

O ot O O O
o O O O

2. Supongamos ahora que T : k® — k® es tal que xr = (z — 2)3(z + 5)? = my. Tanto en el
caso k = C como en el caso k = R se tiene que la matriz de Jordan es

<

Il
e L
oo~ 1o
co oo

Supongamos que B = {v1,v9,v3,v4,v5} es una base para R. Esto es T'(vy) = vg, T (vg) =
v3, T'(v3) = vy — 1209 + 63, T'(v4) = v5, T (v5) = —25v4 — 10v5. Hallemos una base para
J.

Es facil ver que ws = 4v; — 4vs + v3 y ws = Hvg + v5 son vectores propios asociados
respectivamente a 2 y —5 (para hallarlos se impuso la condicién de vector propio a
combinaciones lineales de vy,vy y v3 y a de vg y v5 respectivamente). Para completar la
base, buscamos w; y we combinaciones lineales de v, vy y vs tales que T'(wy) = 2wy + wo
y T(wg2) = 2ws + w3 y ademds wy = Avg + pvs tal que T'(wy) = —bwy + ws.

Hallemos primero wy. La condicién para su transformado implica Avs + pu(—25v4 — 10v5) =
—5Avg — BAvg + Hvg + vs, lo que implica

=25 = —bA+5, A—10u = —-51+1,
estoes \—5u =1, 6X—10u =1y por lo tanto A = i,u = 5—3. Se obtuvo wy = iv4—2%v5.
Andlogamente, se tiene wy = 2v1 — 3vs + v3 vy wy = 3v; — 3vg + V3.
Asi, si la base original B es la base canénica de C?, la base de Jordan es
1 3

{(3,-3,1,0,0),(2,-3,1,0,0), (4,—4,1,0,0),(0,0,0,5,1), (0,0,0, T %)}
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