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Facultad de Ciencias - UdelaR
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Caṕıtulo 1

Grupos

1.1. Generalidades

Definición 1.1.1 (Grupo). Un grupo es una terna pG, ˚, eq, donde

G es un conjunto,

˚ : GˆGÑ G es una función

e P G

tal que se verifica:

(G1) a ˚ pb ˚ cq “ pa ˚ bq ˚ c @a, b, c P G,

(G2) a ˚ e “ e ˚ a “ a @a P G,

(G3) para cada a P G existe b P G tal que a ˚ b “ b ˚ a “ e.

La función ˚ se dice la operación del grupo y el elemento e se dice elemento neutro, en virtud
de la propiedad pG2q (ver proposición 1.1.1.1).

La propiedad pG1q se conoce como asociatividad del grupo y el elemento b que verifica pG3q
se dice inverso, a veces opuesto de a (ver proposición 1.1.1.2).

Una terna pG, ˚, eq que verifica las propiedades pG1q y pG2q se dice monoide.
Cuando la operación y el neutro se sobreentienden, notamos el grupo o monoide G en lugar

de pG, ˚, eq.

Muchas de las propiedades que probaremos para grupos valen también en el contexto de
monoides, pero no es de interés para este curso generalizar la teoŕıa a este nivel. La noción de
monoide fue presentada porque nos será de utilidad en el caṕıtulo siguiente.

Ejemplos 1.1.1 (Grupos). 1. Los enteros con la suma pZ,`, 0q.

2. Los racionales no nulos con el producto pQ˚, ¨, 1q.

3. Las matrices cuadradas invertibles con coeficientes reales con el producto pGLnpRq, ¨, Inq.

4. Las funciones biyectivas de un conjunto en śı mismo con la composición pBiypAq, ˝, IdAq.

Proposición-Definición 1.1.1. 1. Unicidad del neutro: Si e1 P G verifica e1˚a “ a˚e1 “
a, entonces e “ e1.
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2. Unicidad del inverso de un elemento dado: Dados a, b, c P G, si tenemos a ˚ b “
b ˚ a “ e y a ˚ c “ c ˚ a “ e, entonces b “ c. Esto nos permite notar a´1 al (único) inverso
de a.

3. Propiedad cancelativa: Dados a, b, c P G si a ˚ b “ a ˚ c entonces b “ c.

Demostración. 1. Si e1 ˚ a “ a, por pG2q se tiene e1 ˚ a “ e ˚ a y para b P G se tiene
pe1 ˚ aq ˚ b “ pe ˚ aq ˚ b. Aplicando pG1q se deduce e1 ˚ pa ˚ bq “ e ˚ pa ˚ bq. Tomando b como
en pG3q obtenemos e1 ˚ e “ e ˚ e de donde e1 “ e por pG2q.

2. Es claro poniendo b “ b ˚ e “ b ˚ pa ˚ cq “ pb ˚ aq ˚ c “ e ˚ c “ c (a partir de ahora queda
como ejercicio para el lector verificar qué axiomas o propiedades de los grupos se usan en
cada paso de las demostraciones).

3. Se deduce como sigue:

b “ e ˚ b “ p´a ˚ aq ˚ b “ ´a ˚ pa ˚ bq “ ´a ˚ pa ˚ cq “ p´a ˚ aq ˚ c “ e ˚ c “ c

Definición 1.1.2 (Subgrupo). Un subconjunto H Ď G se dice subgrupo de G si

a ˚ b P H @a, b P H,

0 P H,

´a P H @a P H.

Si H es un subgrupo de G notamos H ď G.

Definición 1.1.3 (Submonoide). Si G es un monoide y H es un subconjunto de G. Decimos
que H es un submonoide si verifica las primeras dos condiciones de la definición anterior.

Observación 1.1.1. Todo subgrupo es un grupo.
Todo submonoide es un monoide.

Ejemplos 1.1.2 (Subgrupos). 1. Si tomamos el grupo de los complejos con la suma usual
pC,`, 0q, tenemos:

Z ď Q ď R ď C

y para todo n P N, nZ “ tkn | k P Zu ď Z.

2. Además 0 :“ teu ď G y G ď G. Decimos que 0 y G son los subgrupos triviales de G.

En la siguiente proposición, presentamos dos construcciones clásicas de la Teoŕıa de Grupos.

Proposición 1.1.1. 1. Sea G un grupo. Si H y K son subgrupos de G entonces también lo
es H XK.

2. Si H,K son grupos, el producto cartesiano H ˆK tiene estructura de grupo definiendo
ph, kq ˚ ph1, k1q :“ ph ˚ h1, k ˚ k1q.
Notamos H ˆK :“ pH ˆK, ˚, pe, eqq y lo llamamos producto directo de H y K.

Demostración. A cargo del lector.
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1.2. Grupos abelianos

En este curso trabajaremos únicamente con grupos cuya operación es conmutativa, reciben
el nombre de Grupos Abelianos.

Definición 1.2.1 (Grupo abeliano). Un grupo pG,`, 0q se dice abeliano si se verifica:

(G4) a` b “ b` a @a, b P G.

La propiedad (G4) se conoce como conmutatividad.

En el caso abeliano, la operación suele notarse ` y llamarse suma del grupo. Además el
neutro suele notarse 0, y el inverso de a P G suele llamarse opuesto y notarse ´a.

Observaciones 1.2.1. 1. Los grupos de los ejemplos 1.1.1.1 y 1.1.1.2 son abelianos. Los de los
ejemplos 1.1.1.3 y 1.1.1.4 no lo son.

2. Todo subgrupo de un grupo abeliano es un grupo abeliano.

Proposición 1.2.1 (Suma de subgrupos). Si H y K son subgrupos de G y G es abeliano,
entonces:

H `K :“ th` k | h P H, k P Ku es un subgrupo de G.

Son equivalentes:

(i) H XK “ t0u,

(ii) Si h, h1 P H, k, k1 P K son tales que h` k “ h1 ` k1 entonces h “ h1, k “ k1.

En este caso se dice que la suma de H y K es directa y se nota H‘K en lugar de H`K.

Demostración. Tenemos que 0 “ 0` 0 P H `K. Si h` k, h1 ` k1 P H `K, se tiene:

ph` kq ´ ph1 ` k1q “ h` pk ´ h1q ´ k1

“ h` p´h1 ` kq ´ k1

“ h´ h1 ` k ´ k1

“ ph´ h1q ` pk ´ k1q P H `K

Si h ` k “ h1 ` k1, entonces h ´ h1 “ k1 ´ k P H XK “ t0u. Por lo tanto h ´ h1 “ 0 y
k ´ k1 “ 0, de donde h “ h1, k “ k1.

Rećıprocamente, sea g P H XK. Como g, 0 P H, 0, g P K cumplen g` 0 “ 0` g se deduce
que g “ 0.

1.3. Morfismos de grupos

En esta sección nos referimos a grupos generales (no necesariamente abelianos) pero mante-
nemos la notación utilizada en el contexto abeliano.

Definición 1.3.1 (Morfismo de grupos). Sean pA, ˚, 0Aq y pB, ˚, 0Bq grupos y f : AÑ B una
función. Decimos que f es un morfismo de grupos, si:

fpx ˚ yq “ fpxq ˚ fpyq @x, y P A
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Proposición 1.3.1. Sea f : AÑ B morfismo de grupos.

1. fp0Aq “ 0B,

2. fp´xq “ ´fpxq @x P A,

Demostración. A cargo del lector.

Para X Ď A, Y Ď B y f : AÑ B una función, recordamos que

fpXq “ tfpxq | x P Xu, f´1pY q “ ta P A | fpaq P Y u.

Proposición 1.3.2. 1. Si f : A Ñ B y g : B Ñ C son morfismos de grupos, entonces
g ˝ f : AÑ C es morfismo de grupos.

2. Si A es un grupo, entonces idA : AÑ A es un morfismo de grupos.

3. Sea f : AÑ B morfismo de grupos.
Si K ď A, entonces fpKq ď B. Si H ď B, entonces f´1pHq ď A.

Demostración. A cargo del lector.

Recordamos que todo grupo tiene como subgrupo al conjunto formado únicamente por el
elemento neutro. Dicho subgrupo lo notamos siembre 0.

Definición 1.3.2 (Núcleo e imagen). Sea f : AÑ B morfismo de grupos. El núcleo y la imagen
de f son respectivamente:

Kerpfq “ ta P A | fpaq “ eBu, Im pfq “ tb P B | Da P A : fpaq “ bu.

Proposición 1.3.3. 1. Kerpfq ď A, Im pfq ď B.

2. f es inyectiva si y sólo si Kerpfq “ 0, f es sobreyectiva si y sólo si Im pfq “ B.

3. La función O : A Ñ B definida por Opxq “ eB,@x P B es un morfismo de grupos con
núcleo A e imagen el grupo 0.

Dem. A cargo del lector.

Definición 1.3.3. Un morfismo de grupos inyectivo se dice monomorfismo de grupos.
Un morfismo de grupos sobreyectivo se dice epimorfismo de grupos.
Un morfismo de grupos biyectivo se dice isomorfismo de grupos. Además si existe un iso-

morfismo de grupos f : AÑ B decimos que A y B son grupos isomorfos (o isomorfos via f si
queremos explicitar el isomorfismo) y notamos A – B (o A –f B).

Un morfismo GÑ G se dice endomorfismo de G.
Un isomorfismo GÑ G se dice automorfismo de G.

Proposición 1.3.4. 1. Si f : A Ñ B es un isomorfismo de grupos, entonces f´1 : B Ñ A
es un (iso)morfismo de grupos.

2. Si G es un grupo, entonces AutpGq “ tf : GÑ G | f es isomorfismou es un grupo con la
composición.

Demostración. A cargo del lector.

Lema 1.3.5. Sea pG,`, 0q un grupo abeliano y H,K ď G. Sea además f : H ˆK Ñ H `K
definida por fph, kq “ h` k. Entonces:
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f es un epimorfismo de grupos,

f es un isomorfismo si y sólo si H XK “ t0u.

Demostración. Es fácil ver que f es epimorfismo de grupos.
Supongamos ahora que H X K “ t0u. Veamos que Ker f “ t0u: fph, kq “ 0 implica

h “ ´k P H XK y por tanto h “ k “ 0.
Rećıprocamente, si f es inyectiva, tomemos x P H XK. Como fpx,´xq “ x´ x “ 0 se tiene

px,´xq “ p0, 0q y por tanto x “ 0.

Observación 1.3.1. La segunda afirmación puede expresarse como sigue: si H y K son subgrupos
de un grupo abeliano G cuya suma es directa, entonces se tiene

H ˆK – H ‘K.

Por esta razón estos grupos suelen llamarse en el caso abeliano suma directa externa de H y K
y suma directa interna de H y K respectivamente, o solamente suma directa de H y K si no
interesa la distinción.

1.4. Grupo cociente

Proposición-Definición 1.4.1 (Congruencia). Sean A un grupo y H ď A. La relación en A
definida por:

a ”H bô a´ b P H pa, b P Aq

es una relación de equivalencia, que llamamos relación de conAruencia módulo H.

Demostración. Es reflexiva porque 0 P H, es simétrica porque H es cerrado por opuestos y es
transitiva porque H es cerrado por la suma.

Proposición-Definición 1.4.2. Sea A un grupo abeliano y H ď A. Notemos a a la clase de
equivalencia de a P A.

1. Si a ”H a1 y b ”H b1, entonces a` b ”H a1 ` b1.

2. Si definimos
` : A{”H ˆA{”H Ñ A{”H

mediante a ` b “ a` b, entonces pA{”H ,`, 0q es un grupo que llamamos grupo cociente
de A por H y notamos A

H .

3. La función πH : AÑ A
H definida por πHpxq “ x,@x P A es un epimorfismo de grupos que

llamamos proyección canónica de A en el cociente A
H .

Demostración. 1. En efecto, pa`bq´pa1`b1q “ pa´a1q`pb´b1q P H porque a´a1, b´b1 P H
(observar que se usa fuertemente la conmutatividad en A).

2. Por la parte anterior, tiene sentido la definición. Es fácil ver que esta nueva operación
“hereda” las propiedades de A, en otras palabras: de la asociatividad de la operación de
A se deduce la asociatividad de esta nueva operación; de la conmutatividad se deduce la
nueva conmutatividad, el nuevo neutro es 0 y ´a “ ´a, @a P A.

3. A carAo del lector.
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Observación 1.4.1. Observar que 0 “ tx P A | x´ 0 P Hu “ H y que

A

t0u
– A;

A

A
“ t0u.

Teorema 1.4.1 (Propiedad Universal del Cociente). Sea f : AÑ B un morfismo de grupos. Si
A es abeliano y H ď Ker f , existe un único morfismo f̂ : A

H Ñ B que hace conmutar el siguiente
diagrama:

A
f
//

πH
��

B

A
H

f̂

??

Además, se tiene Im f̂ “ Im f y Ker f̂ “ Ker f
H .

Demostración. Para que el diagrama conmute, es necesario que f̂paq “ fpaq, lo que prueba la
unicidad.

Para la existencia, veamos que tiene sentido definir f̂paq :“ fpaq: en efecto, si a ” a1, entonces
a´ a1 P H Ď Ker f y por tanto fpaq ´ fpa1q “ fpa´ a1q “ 0. Queda a cargo del lector verificar
que la función f̂ aśı definida es un morfismo de grupos.

Es claro que las imágenes de f y f̂ coinciden. Por otro lado como H Ď Ker f tiene sentido
considerar el grupo Ker f

H . Además:

a P
Ker f

H
ðñ a P Ker f ðñ fpaq “ 0 ðñ f̂paq “ 0 ðñ a P Ker f̂

Corolario 1.4.2 (Teoremas de isomorfismo). Sea A un grupo abeliano.

1. Si f : AÑ B es un morfismo de grupos, entonces A
Ker f – Im f .

2. Si H,K ď A entonces H`K
H – K

HXK .

3. Si H ď K ď A entonces A{H
K{H –

A
K .

4. Si f : A Ñ B es un morfismo de grupos, con B también abeliano, y H ď A,K ď B con
fpHq Ď K, entonces existe un único morfismo f̃ : A

H Ñ
B
K que hace conmutar el siguiente

diagrama:

A

πH
��

f
// B

πK
��

A
H f̃

// B
K

Demostración. 1. En el contexto del teorema anterior, se deduce que f̂ : A
Ker f Ñ B es

morfismo de grupos con Im f̂ “ Im f y Ker f̂ “ Ker f
Ker f “ 0, por lo que f̂ : A

Ker f Ñ Im f es
un isomorfismo.

2. Sea f : K Ñ H`K
H definida por fpkq “ k. Es claro que f es un morfismo de grupos.

Además si h` k P H`K
H entonces h` k “ k “ fpkq por lo que Im f “ H`K

H . Por otra
parte fpkq “ 0 si y sólo si k P H de donde Ker f “ H XK. Usando la parte anterior, se
deduce la tesis.
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3. Consideremos πH : A Ñ A
H la proyección canónica. Es claro que πHpKq “

K
H por lo que

aplicando la parte 4 se tiene que πH induce un morfismo π̃H : A{K Ñ
A{H
K{H que verifica

π̃HprasKq “ rasH , donde rasH denota la clase de equivalencia de a P A según la congruencia
módulo H y x denota la clase de equivalencia de x P A{H módulo K{H. Queda a cargo
del lector verificar que π̃H es efectivamente un isomorfismo.

4. A cargo del lector.

Teorema 1.4.3. Sea G un grupo abeliano y H ď G. Existe una correspondencia biyectiva entre
los conjuntos:

F1 “

"

L ď
G

H

*

y F2 “ tK ď G | K Ě Hu

que preserva la inclusión.

Demostración. Sean Λ : F2 Ñ F1 definida como ΛpKq “ K
H y Ω : F1 Ñ F2 definida como

ΩpLq “ π´1
H pLq.

Observar primero que ΛpKq “ K
H “ πHpKq es un subgrupo de G

H y que ΩpLq Ě π´1
H pt0uq “

H.
Queda para el lector verificar que estas funciones son inversas entre śı.
Por otra parte, es claro que si L Ď L1 entonces ΛpLq “ πHpLq Ď πHpL

1q “ ΛpL1q.
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Caṕıtulo 2

Anillos

2.1. Generalidades

2.1.1. Definiciones generales

Definición 2.1.1 (Anillo). Un anillo es una qúıntupla pA,`, ¨, 0, 1q donde

(A1) pA,`, 0q es un grupo abeliano,

(A2) pA, ¨, 1q es un monoide,

(A3) Propiedad distributiva: a ¨ pb` cq “ a ¨ b` a ¨ c, pa` bq ¨ c “ a ¨ c` b ¨ c, @a, b, c P A.

Si además se cumple a ¨ b “ b ¨ a @a, b P A se dice que el anillo es conmutativo. Cuando
las operaciones y los neutros se sobreentienden, decimos “el anillo A” en lugar de “el anillo
pA,`, ¨, 0, 1q”. Las operaciones ` y ¨ se llaman usualmente la suma y el producto de un anillo.

Observación 2.1.1. La definición anterior merece dos aclaraciones:

Algunas definiciones de anillo que aparecen en la literatura no exigen la existencia de
neutro para ¨ y llaman anillo con unidad a una qúıntupla como la de la definición 2.1.1.

A menudo notaremos ab en lugar de a ¨ b, para a, b P A.

Ejemplos 2.1.1 (Anillos). 1. Los enteros con la suma y el producto usual pZ,`, ¨, 0, 1q.

2. Los reales con la suma y el producto usual pR,`, ¨, 0, 1q.

3. El anillo de las matrices cuadradas de tamaño n P N con coeficientes en R, con la suma y
el producto usual de matrices pMnpRq,`, ¨, 0, Inq. Es un anillo no conmutativo @n ě 2.

4. El anillo trivial A “ t0u con 0 “ 1.

5. De manera similar al ejemplo anterior, si A es un anillo y n un natural, puede definirse una
suma y un producto en el conjunto de las matrices cuadradas de tamaño n con coeficientes
en A y se obtiene un anillo que se nota MnpAq. Es no conmutativo @n ě 2 si A no es el
anillo trivial.

6. El anillo de los polinomios en una variable con coeficientes en R, con la suma y el producto
usual de polinomios pRrxs,`, ¨, 0, 1q. Es un anillo conmutativo.

9



7. El ejemplo anterior puede generalizarse a polinomios con coeficientes en un anillo A. Este
anillo se nota Arxs.1 Es claro que Arxs es conmutativo si y sólo si A lo es.

8. Si A es un anillo y S es un conjunto no vaćıo, el conjunto de las funciones de S en A se
nota AS o también FunpS,Aq, y es un anillo con las operaciones heredadas de A, es decir
pf `gqpsq “ fpsq`A gpsq, pf ¨gqpsq “ fpsq ¨A gpsq,@s P S. Si A es un conmutativo, también
lo es AS .

Proposición 2.1.1 (Propiedades elementales). Sea pA,`, ¨, 0, 1q un anillo. Entonces:

1. 0 y 1 son únicos.

2. Para todos a, b P A: p´aq ¨ b “ ´pabq “ a ¨ p´bq, p´aq ¨ p´bq “ a ¨ b.

3. Para a P A,n P Z, notamos na “

"

a` a ¨ ¨ ¨ ` a pnvecesq si n ě 0
p´aq ` p´aq ` ¨ ¨ ¨ ` p´aq pnveces si n ă 0

.

Se tiene, para n P Z, a, b P A las siguientes igualdades:

pnaq ¨ b “ npa ¨ bq “ a ¨ pnbq.

Demostración. A cargo del lector.

Definición 2.1.2. Decimos que a P A es invertible, si existe b P A tal que a ¨ b “ b ¨ a “ 1.

Observación 2.1.2. Es fácil ver que para cada a P A existe un único b P A como en la definición.
Decimos que es el inverso de a y lo notamos a´1.

Proposición 2.1.2. Sea pA,`, ¨, 0, 1q un anillo no trivial. Si definimos Aˆ “ UpAq :“ ta P A |
a es invertibleu, la terna pUpAq, ¨, 1q es un grupo.

Demostración. Primero veamos que si a, b P A son invertibles, entonces ab también lo es, y su
inverso es b´1a´1. En efecto pabqpb´1a´1q “ apbb´1qa´1 “ aa´1 “ 1. El producto es entonces
una operación en UpAq, que además es asociativa.
Por otra parte 1 es invertible (1 ¨ 1 “ 1 luego 1´1 “ 1), por lo que UpAq tiene neutro.
Finalmente, todo elemento de UpAq es invertible por definición.

Ejemplos 2.1.2 (Invertibles). UpMnpRqq “ tA PMnpRq | detpAq ‰ 0u.

UpRrxsq “ tp P Rrxs | p constante p ‰ 0u.

Definición 2.1.3 (Subanillo). Sea pA,`, ¨, 0, 1q un anillo. Un subconjunto B Ď A se dice
subanillo si B es un subgrupo de pA,`, 0q y B es un submonoide de pA, ¨, 1q.

Ejemplo 2.1.1. Z Ă Q Ă R Ă C son dos a dos subanillos.

Proposición 2.1.3. Sea pA,`, ¨, 0, 1q un anillo, B Ă A un subconjunto. Son equivalentes:

1. B es un subanillo de A,

2. 1 P B y a, b P B ñ a´ b P B y ab P B,

3. pB,`|BˆB, ¨|BˆB, 0, 1q es un anillo.

Demostración. A cargo del lector.

1En la sección 2.1.3 daremos una construcción formal de Arxs.
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Definición 2.1.4 (Morfismo de anillos). Sean A,B anillos y f : AÑ B una función. Decimos
que f es un morfismo de anillos si:

fpa` bq “ fpaq ` fpbq @a, b P A,

fpabq “ fpaqfpbq @a, b P A,

fp1Aq “ 1B.

Un morfismo de anillos f se dice monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo de anillos si es
respectivamente inyectivo, sobreyectivo o biyectivo.

Dos anillos A y B se dicen isomorfos (o isomorfos via f) si existe un isomorfismo de anillos
f : AÑ B.

Un endomorfismo de A es un morfismo de anillos A Ñ A. Notaremos EndpAq al conjunto
de endomorfismos de A.

Un endomorfismo que es un isomorfismo se dice un automorfismo. Notaremos por AutpAq
al conjunto de automorfismos de A.

Observación 2.1.3. 1. Es claro que si f : A Ñ B un morfismo de anillos en particular
f : pA,`A, 0Aq Ñ pB,`B, 0Bq es morfismo de grupos y f : pA, ¨A, 1Aq Ñ pB, ¨B, 1Bq
es morfismo de monoides. Entonces fp0q “ 0, fp´aq “ ´fpaq @a P A, por i a P A
es invertible, entonces fpaq P B es invertible y fpaq´1 “ fpa´1q. En otras palabras,
f|UpAq : UpAq Ñ UpBq es un morfismo de grupos (con la estructura de grupo en los
invertibles definida en la proposición 2.1.2).

2. Considerando a f como morfismo de grupos bajo las estructuras aditivas de A y B, se
tiene que se pueden definir Kerpfq e Impfq y además:

Impfq Ď B es un subanillo.

Kerpfq Ď A es un subgrupo aditivo.

3. La composición de morfimos de anillos es un morfismo de anillos, la identidad es un
morfismo de anillos, la inversa de un morfismo de anillos biyectivo es un morfismo de
anillos. En otras palabras AutpAq es un grupo con la composición.

4. Es necesario pedir que un homomorfismo de anillos f : AÑ B cumpla fp1q “ 1. Si bien
todo morfismo de grupos cumple automáticamente que fp0q “ 0, esto no es cierto para los
monoides, por lo tanto debemos pedirlo si queremos que f respete la unidad. Por ejemplo,
sea f : RÑM2pRq definida por fpaq “ p a 0

0 0 q. Entonces f respeta la suma y el producto,
pero fp1q “ p 1 0

0 0 q “ p
1 0
0 1 q.

2.1.2. Anillos especiales y ejemplos

Es claro que la igualdad ab “ 0 en un anillo no implica a “ 0 o b “ 0 (basta mirar un anillo
de matrices por ejemplo). Esta propiedad es interesante y muy útil en esta teoŕıa, por lo que
tiene relevancia la siguiente definición.

Definición 2.1.5 (Divisor de cero). Sea A un anillo. Un elemento a P A, a ‰ 0 se dice divisor
de cero si existe b P A, b ‰ 0, tal que ab “ 0 o ba “ 0.

Ejemplos 2.1.3 (Divisores de cero). La matriz A “ p 0 0
1 0 q es un divisor de cero en M2pRq

(se verifica por ejemplo A ¨A “ 0 y A ‰ 0).
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Sea A un anillo no trivial. En el anillo AS , toda función no nula que admite una ráız es
divisor de cero. En efecto, si f : S Ñ A es no nula y tal que para cierto s P S se tiene
fpsq “ 0, entonces, tomando g : S Ñ A tal que gptq “ 0@t ‰ s y gpsq ‰ 0, se tiene
pfgqpxq “ 0,@x P S y g ‰ 0.

Observación 2.1.4. Los invertibles no son divisores de cero. En efecto, tomemos a, b P A tal
que ab “ 0. Si a es invertible, entonces b “ pa´1aqb “ a´1pabq “ a´1 ¨ 0 “ 0. Análogamente se
prueba que si ba “ 0 entonces b “ 0.

Algunos anillos tienen buenas propiedades que tienen que ver con sus invertibles y sus
divisores de cero. Los presentamos en la siguiente definición.

Definición 2.1.6. Sea A un anillo, A ‰ t0u. Decimos que A es un

dominio de integridad o simplemente dominio si es conmutativo y no tiene divisores de
cero,

anillo con división si todo elemento no nulo es invertible,

cuerpo si es un anillo con división conmutativo.

Observación 2.1.5. De la observación 2.1.4 se deduce que todo cuerpo es un dominio.

Ejemplos 2.1.4 (Anillos especiales). 1. Todo cuerpo es un dominio.

2. Cualquier subanillo de un dominio es un dominio. En particular los subanillos de R son
dominios, como por ejemplo Z,Zr

?
2s “ ta` b

?
2 | a, b P Zu,Qr

?
2s “ ta` b

?
2 | a, b P Qu.

3. El subanillo (conmutativo) Cr0, 1s Ď Rr0,1s de las funciones continuas en r0, 1s a valores
reales no es un dominio.

4. Consideremos en R4 una base que notaremos t1, i, j, ku. Consideremos el conjunto H “

ta1` bi` cj ` dk | a, b, c, d P Ru “ R4 con la suma definida mediante:

pa1` bi` cj ` dkq`pa11` b1i` c1j ` d1kq “ pa` a1q1` pb` b1qi` pc` c1qj ` pd` d1qk

para todo a, a1, b, b1, c, c1, d, d1 P R, y el producto definido a partir de

i2 “ j2 “ k2 “ ´1, ij “ k “ ´ji, jk “ i “ ´kj, ki “ j “ ´ik

y extendiendo por linealidad. Se puede ver que esto define una estructura de anillo en H.
Este anillo recibe el nombre de anillo de los cuaterniones y es un ejemplo de anillo con
división que no es un cuerpo. En efecto, todo elemento no nulo a1` bi` cj ` dk tiene por
inverso a 1

a2`b2`c2`d2 pa1´ bi´ cj ´ dkq. Por otra parte, H no es conmutativo.

5. Para n ě 2 y A “ t0u, el anillo de matrices MnpAq no es un dominio.

Definición 2.1.7 (Subanillo generado). Si S Ă A es un subconjunto de un anillo, el subanillo
generado por S es xSy :“

Ş

tB | B es subanillo de A,B Ą Su.
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2.1.3. Series formales y polinomios

2.1.4. Series formales con coeficientes en un anillo A

Dado un anillo consideramos el conjunto AN de sucesiones con términos en A. Definimos en
AN las operaciones

pf ` gqpnq “ fpnq ` gpnq, pf ‹ gqpnq “
ÿ

k`l“n

fpkqgplq,

y las funciones 0, δn : NÑ A dadas por 0pkq “ 0,@k P N y δnpkq “

"

1 si n “ k
0 si no

.

En este contexto, la siguiente observación es fácil de verificar.

Observación 2.1.6. pAN,`, ‹, 0, δ0q es un anillo. El producto se llama producto de convo-
lución, producto de Cauchy o sencillamente convolución, y es conmutativo si y sólo si A es
un anillo conmutativo.

Si definimos x “ δ1 (que llamaremos la indeterminada), entonces xn “ δn,@n P N.

Para cada n P N, la aplicación ϕn : A Ñ AN definida por ϕnpaqpkq “

"

a si n “ k
0 si no

es

un monomorfismo de grupos que verifica ϕnpabq “ ϕ0paqϕnpbq,@a, b P A y ϕnp1q “ xn. En
particular ϕ0 es un monomorfismo de anillos.

A partir de la observación anterior, podemos escribir los elementos de AN como:

panqn “
8
ÿ

n“0

ϕnpanq “
8
ÿ

n“0

ϕnpan ¨ 1q “
8
ÿ

n“0

ϕ0panq ‹ x
n “

8
ÿ

n“0

anx
n,

donde en la última igualdad, estamos haciendo un doble abuso de notación: identificamos el
anillo A con su copia en AN y eliminamos la ‹ del producto de convolución.

Por esta razón es que este anillo recibe el nombre de anillo de las series formales (en una

variable) con coeficientes en A. Decimos que an es el coeficiente n-ésimo de la serie
8
ÿ

n“0

anx
n. El

anillo se nota Arrxss y bajo la nueva notación, las operaciones se explicitan como sigue:
˜

8
ÿ

n“0

anx
n

¸

`

˜

8
ÿ

n“0

bnx
n

¸

“

8
ÿ

n“0

pan ` bnqx
n,

˜

8
ÿ

n“0

anx
n

¸˜

8
ÿ

n“0

bnx
n

¸

“

8
ÿ

n“0

˜

ÿ

k``“n

akb`

¸

xn “
8
ÿ

n“0

˜

n
ÿ

k“0

akbn´k

¸

xn.

A partir de ahora notaremos fg para f ‹ g.

2.1.5. Polinomios con coeficientes en un anillo A

Dado f P AN, definimos el soporte de f como soppfq “ tn P N | fpnq ‰ 0u. El subconjunto
tf P Arrxss | 7soppfq ă 8u es un subanillo de A que llamamos anillo de polinomios con
coeficientes en A y notamos Arxs. Más espećıficamente, cada elemento de Arxs se dice polinomio
con coeficientes en A.

Es fácil ver que Arxs es un anillo conmutativo si y sólo si lo es A. Más aún, Arxs es el
subanillo de Arrxss generado por AY txu.
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Observar que se tiene la cadena de inclusiones de anillos: A Ă Arxs Ă Arrxss (donde un
elemento a P A se piensa en Arxs como el polinomio con soporte t0u y único coeficiente a).

Teorema 2.1.4 (Propiedad universal del anillo de polinomios). Sea ϕ : AÑ B un morfismo de
anillos. Para cada elemento b P B que conmuta con Impϕq existe un único morfismo de anillos
ϕ̂ : Arxs Ñ B y ϕpxq “ b que extiende a ϕ.

En otras palabras, para cada b P B tal que ϕpaqb “ bϕpaq,@a P A, existe un único morfismo
de anillos que hace conmutar el siguiente diagrama:

A

ι
��

ϕ
// B

Arxs

ϕ̂

==

donde ι : AÑ Arxs denota la inclusión.

Demostración. Es fácil probar que una función ϕ̂ : Arxs Ñ B es un morfismo de grupos y que

verifica ϕ̂paq “ ϕpaq @a P A si y sólo si ϕ̂

˜

n
ÿ

k“0

aix
i

¸

“

n
ÿ

k“0

ϕpaiqb
i. La condición de que b

conmuta con Im pϕq asegura la multiplicatividad de ϕ̂.

Observación 2.1.7. En el caso particular en que B es conmutativo, la condición de que b conmuta
con Im pϕq se verifica trivialmente.

Ejemplo 2.1.2. Tomando en la proposición anterior A “ Z, B “ R, ϕ : Z Ñ R la inclusión y
b “

?
2, tenemos

ϕ̂

˜

n
ÿ

k“0

aix
i

¸

“

n
ÿ

k“0

aip
?

2qi.

Se tiene Im pϕ̂q “ Zr
?

2s.

2.1.6. Generalización a varias indeterminadas

Si queremos definir el anillo de las series formales en dos variables con coeficientes en A,
tomamos el conjunto tf : Nˆ NÑ Au, con las operaciones:

pf ` gqpn,mq “ fpn,mq ` gpn,mq, pfgqpn,mq “
ÿ

k`l“n
q`r“m

fpk, qq gpl, rq

Se trabaja análogamente que en el caso de una variable y se nota al anillo obtenido Arrx, yss.
Con identificaciones análogas, se obtiene que:

Arrx, yss “

#

ÿ

i`jě0

aijx
iyj | aij P A

+

Los polinomios en dos variables con coeficientes en A corresponden al subanillo
Arx, ys “ tf P Arrx, yss | 7soppfq ă 8u. Con identificaciones análogas, se obtiene que:

Arx, ys “

#

n
ÿ

i`j“0

aijx
iyj | aij P A,n P N

+
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Se tiene además que Arrx, yss – Arrxssrryss – Arryssrrxss y que Arx, ys – Arxsrys – Arysrxs.
En efecto, las aplicaciones:

ϕ : Arrx, yss Ñ Arrxssrryss ψ : Arrx, yss Ñ Arryssrrxss
ϕpfqpnq P Arrxss, pϕpfqpnqq pmq “ fpm,nq ψpfqpnq P Arys, pψpfqpnqq pmq “ fpn,mq

definen isomorfismos de anillos cuyas restricciones a Arx, ys tienen respectivamente por imagen a
Arxsrys y Arysrxs (subanillos de Arrxssrryss y Arryssrrxss respectivamente). Observar por ejemplo
que se tiene

f “ 5` xy2 ´ xy3 ` 3x2 ´ 2x2y3 P Zrx, ys
“ 5` py2 ´ y3qx` p3´ 2y3qx2 P Zrysrxs
“ 5` 3x2 ` xy2 ` p´x´ 2x2qy3P Zrxsrys

Sin mayor dificultad todo lo anterior puede hacerse para un número n cualquiera de variables
considerando el conjunto ANn .

2.1.7. Ideales

Definición 2.1.8. Se considera un anillo A y un subconjunto I Ď A tal que pI,`, 0q ď pA,`, 0q.
Decimos que:

I es un ideal a izquierda de A si ax P I,@a P A, x P I. En este caso notamos I Cl A,

I es un ideal a derecha de A si xa P I,@a P A, x P I. En este caso notamos I Cr A,

I es un ideal bilátero (o simplemente un ideal) de A si I es a la vez ideal izquierdo y
derecho de A. En este caso notamos I CA.

Observación 2.1.8. Se tiene que t0uCA y ACA: son los llamados ideales triviales de A.
Los demás ideales se dicen ideales propios de A.

Si I CA y 1 P I, entonces I “ A. En particular, I no es un subanillo a menos que I “ A.

Un anillo con división no tiene ideales biláteros propios. En efecto, si I ‰ 0 es un ideal de
un anillo con división A, tomemos x P I, x ‰ 0. Existe y P A tal que yx “ 1 P I, por lo
que I “ A.

Todas las afirmaciones anteriores valen tomando Cl y Cr en lugar de C.

Ejemplos 2.1.5. Ideales de Z
Son los conjuntos nZ de los múltiplos de n, con n P N cualquiera.
En efecto, se puede ver fácilmente que para cada n P N, nZ es un ideal de Z.
Por otra parte, si I es un subgrupo de Z, consideremos el menor natural no nulo n que
pertenece a I. Sea x P I cualquiera. Vamos a probar que x es múltiplo de n. Usando la
división entera se tiene x “ qn ` r, con 0 ď r ă n. Como r “ x ´ qn P I (observar que
de n P I se deduce qn P I y como además x P I, se tiene x´ qn P I), y r ă n, se deduce
r “ 0 y por lo tanto x es múltiplo de n.

Ideales y morfismos
Si ϕ : AÑ B es un morfismo de anillos, entonces KerpϕqCA.

15



Proposición 2.1.5. Sea f : AÑ B morfismo de anillos. Si HCB, entonces f´1pHqCA.
Si además f es un epimorfismo y K CA, entonces fpKqCB.

Demostración. Sea H C B. Sabemos que f´1pHq ď A. Además, si x P f´1pHq y a P A
se tiene fpaxq “ fpaqfpxq P H y fpxaq “ fpxqfpaq P H porque fpxq P H. Se deduce que
ax, xa P f´1pHq.

Por otra parte, si K C A, sabemos que fpKq ď B. Además, si x P K y b P B, como f es
un epimorfismo, se tiene que b “ fpaq para algún a P A, de donde bfpxq “ fpaqfpxq “
fpaxq P fpKq y fpxqb “ fpxqfpaq “ fpxaq P fpKq porque ax, xa P K.

Observar que la inclusión de Z en R es un morfismo de anillos que muestra que la condición
de ser epimorfismo en la proposición anterior es necesaria.

Ideales en matrices
Para cualquier anillo A,

"ˆ

a 0
b 0

˙

| a, b P A

*

ClM2pAq,

"ˆ

a b
0 0

˙

| a, b P A

*

CrM2pAq.

En M2pZq, las matrices con todas sus entradas pares forman un ideal bilátero.

En M2pRq, los únicos ideales biláteros son los triviales. En particular, cualquier morfismo
de anillos ϕ : M2pRq Ñ A es inyectivo o nulo.

Proposición 2.1.6. Sea tJiuiPI una familia no vaćıa de ideales de A. Entonces
Ş

iPI

Ji es un

ideal de A.

Definición 2.1.9 (Ideal generado). Si S Ă A es un subconjunto de un anillo, el ideal bilátero
generado por S es:

rSs :“
č

tI | I CA, I Ą Su

Si S “ ta1, a2, . . . , anu, notamos rSs “ pa1, a2, ¨ ¨ ¨ , anq. Los ideales generados por un conjunto
finito se dicen finitamente generados.

Un ideal pxq generado por un conjunto unitario se dice ideal principal.
Remplazando C por Cl, Cr se define el ideal a izquierda o ideal a derecha generado por S,

que se nota rSsl y rSsr respectivamente.

Observación 2.1.9. El ideal bilátero (a izquierda, a derecha) generado por S es el menor (con
respecto a Ă) entre los ideales biláteros (a izquierda, a derecha) de A que contienen a S. Además
se tiene:

rSs “

#

ÿ

iPF

aisibi | F finito, ai, bi P A, si P S @i P F

+

rSsl “

#

ÿ

iPF

aisi | F finito, ai P A, si P S @i P F

+

rSsr “

#

ÿ

iPF

sibi | F finito, bi P A, si P S @i P F

+

Es claro que en el caso conmutativo los tres conjuntos coinciden.
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La siguiente proposición recoge observaciones ya hechas y las completa.

Proposición 2.1.7. 1. Sea I C A. Entonces I “ A si y sólo si 1 P I, si y sólo si existe
x P UpAq tal que x P I.

2. Sea A un anillo. Entonces A es un anillo con división si y sólo si A no contiene ideales
propios izquierdos ni derechos.

3. Sea A un anillo conmutativo. Entonces A es un cuerpo si y sólo si A no tiene ideales
biláteros propios.

Demostración. 1. Es claro.

2. Para el directo, ver la observación 2.1.8. Para el rećıproco, tomemos x P A, x ‰ 0 y
consideremos el ideal izquierdo I generado por x. Como A no tiene ideales propios y
además I ‰ 0, se tiene I “ A por lo que 1 P I, de donde se deduce que existe y P A tal que
1 “ yx, por lo que x es invertible a izquierda. Análogamente se prueba que x es invertible
a derecha, por lo que x es invertible en A.

3. Es la parte anterior aplicada al caso conmutativo.

Definición 2.1.10. Sea A un anillo. Un ideal M bilátero (a izquierda, a derecha) se dice
maximal si M ‰ A y para cualquier otro ideal J bilátero (a izquierda, a derecha) que contiene
a M se tiene J “M o J “ A.

Recordemos el

Lema de Zorn. Sea pE,ďq un conjunto no vaćıo parcialmente ordenado (i.e. ď es una relación
binaria reflexiva, antisimétrica y transitiva) tal que toda cadena T en E (i.e. T Ă E es totalmente
ordenado) tiene cota superior en E. Entonces E admite un elemento maximal.

Teorema 2.1.8. Sea I un ideal bilátero (a izquierda, a derecha) de A, I ‰ A. Existe un ideal
bilátero (a izquierda, a derecha) maximal M tal que I ĎM .

Demostración. Haremos la prueba para ideales biláteros, pero es fácilmente adaptable a los
casos de ideales a izquierda y a derecha.

Consideremos la familia F “ tJ C A | I Ď J Ĺ Au. Como I P F , se tiene que F ‰ H.
Ordenemos F por inclusión; sea T “ tIλ | λ P Λu Ď F una cadena. Está acotada superiormente
por D :“

Ť

λPΛ

Iλ. Veamos que D P F :

D C A: sean a P D, b P D. Entonces a P Iα, b P Iβ para ciertos α, β P Λ. Como T es una
cadena, podemos suponer Iα Ă Iβ, de donde a, b P Iβ. Esto implica que a ´ b P Iβ Ă D.
Además 0 P Iβ Ă D, y si a P A, x P D entonces x P Iγ para algún γ P Λ, de donde
xa, ax P Iγ Ă D.

Como I Ă Iλ para todo λ P Λ, entonces I Ă D.

D “ A: si D “ A, entonces 1 P D, de donde 1 P Iλ para algún λ P Λ, lo cual es absurdo
pues Iλ “ A.

Aplicando el lema de Zorn a la familia F , se tiene que existe un elemento maximal en F
(ordenado por la inclusión), llamémosle M P F . Se deduce que M es un ideal maximal en A, y
por construcción I ĎM .
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Aplicando el teorema anterior al ideal I “ t0u, se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.1.9. Si A ‰ t0u es un anillo, existen ideales biláteros (a izquierda, a derecha)
maximales en A.

Observación 2.1.10. Se puede demostrar que el teorema anterior (a veces llamado teorema de
Krull), que usa el axioma de elección bajo la forma del lema de Zorn, es equivalente al axioma de
elección. Observar además que usamos fuertemente que nuestro anillo tiene unidad: este teorema
es falso para anillos sin unidad.

Proposición-Definición 2.1.1. Sean I, J ideales biláteros (a izquierda, a derecha) de A. En-
tonces los siguientes son ideales biláteros (a izquierda, a derecha) de A:

I ` J “ tx` y | x P I, y P Ju: es el ideal suma de I y J ,

IJ “ rtxy | x P I, y P Jus “

#

n
ÿ

k“1

xkyk | n P N, xk P I, yk P J,@k P t1, 2, ¨ ¨ ¨ , nu

+

: es el

ideal producto de I y J ,

Demostración. A cargo del lector.

2.1.8. Anillo cociente

Sean A un anillo e I C A. Como I es un subgrupo de pA,`, 0q, tiene sentido considerar la
relación de congruencia módulo I. El siguiente resultado asegura que esta relación es compatible
con la estructura multiplicativa de A.

Lema 2.1.10. Sean A un anillo e I C A. Si a ” a1 pmód Iq y b ” b1 pmód Iq, entonces
ab ” a1b1 pmód Iq.

Demostración. Pongamos a1 “ a` i, b1 “ b` j con i, j P I. Se tiene entonces

a1b1 “ pa` iqpb` jq “ ab` ib` aj ` ij.

Como I CA, a1b1 ´ ab “ ib` aj ` ij P I, es decir, ab ” a1b1 pmód Iq.

A partir de esto, es inmediato el siguiente resultado.

Teorema 2.1.11. Si A es un anillo e I CA, entonces el conjunto A{” con las operaciones

a` b “ a` b, a ¨ b “ a ¨ b @a, b P A

y los neutros 0 y 1 forman un anillo que llamamos anillo cociente de A sobre I y que notamos
A
I . Además la proyección canónica πI : AÑ A

I es un epimorfismo de anillos.

Teorema 2.1.12 (Propiedad Universal del Cociente). Sea f : AÑ B un morfismo de anillos y
sea I C A. Si I ď Ker f , existe un único morfismo f̂ : AI Ñ B que hace conmutar el siguiente
diagrama:

A
f
//

πI
��

B

A
I

f̂

@@

Además, se tiene Im f̂ “ Im f y Ker f̂ “ Ker f
I .
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Demostración. Sabemos que existe un único morfismo de grupos que hace conmutar el diagrama
y verifica las condiciones en el núcleo y la imagen. Es inmediato verificar que dicho morfismo
preserva el producto y la unidad del anillo.

Corolario 2.1.13 (Teoremas de isomorfismo). Sea A un anillo.

1. Si f : AÑ B es un morfismo de anillos, entonces A
Ker f – Im f ,

2. Si f : AÑ B es un morfismo de anillos, y H CA,K CB con fpHq Ď K, entonces existe
un único morfismo de anillos f̃ : A

H Ñ
B
K que hace conmutar el siguiente diagrama:

A

πH
��

f
// B

πK
��

A
H f̃

// B
K

Demostración. 1. Se deduce del teorema anterior, de manera análoga que para grupos.

2. Sabemos que existe un único morfismo de grupos. Basta verificar que preserva el producto
y la unidad.

Teorema 2.1.14. Sean A un anillo e I C A. Existe una correspondencia biyectiva entre los
conjuntos:

F1 “

"

LC
A

I

*

y F2 “ tK CA | K Ě Iu

que preserva la inclusión.

Demostración. La prueba del resultado análogo para grupos puede adaptarse fácilmente a este
contexto, usando la proposición 2.1.5.

Es inmediato el siguiente corolario.

Corolario 2.1.15. Sea M un ideal bilátero de un anillo A. Son equivalentes:

M es maximal,

El anillo A
M es no nulo y no tiene ideales biláteros propios (es un anillo simple).

Este último resultado relaciona propiedades del ideal con propiedades del cociente. Vamos a
dar otros resultados en este sentido, en el caso de anillos conmutativos, en la siguiente sección.

Ejemplo 2.1.3. Sea A “ Rrxs, a P C. El morfismo de evaluación en a es εa : Rrxs Ñ C,
εapfq “ fpaq.

Supongamos a P R. Entonces se tiene que Im εa “ R y que

Ker εa “ tf P Rrxs : fpaq “ 0u Q X ´ a.

Por otro lado fpaq “ 0 ô f “ px ´ aqq para algún q P Rrxs. En conclusión Ker εa “ px ´ aq.

Por el primer teorema de isomorfismo concluimos que Rrxs
px´aq – R que es un cuerpo.

19



Tomemos ahora a “ i, la unidad imaginaria. Entonces εi es un epimorfismo: dado a` ib P C
basta tomar f “ a` bX. Se tiene que

Ker εi “ tf P Rrxs : fpiq “ 0u Q X2 ` 1.

y que Im εi “ C. Por otro lado fpiq “ 0 ñ fp´iq “ 0 ñ f es divisible por px ` iqpx ´ iq “
x2 ` 1. En conclusión Ker εi “ pX

2 ` 1q. Por el primer teorema de isomorfismo concluimos que

C – Rrxs
pX2`1q

. Esta es una construcción algebraica de los números complejos.

2.1.9. Ideales maximales e ideales primos

Definición 2.1.11. Sea A un anillo conmutativo. Un ideal P de A se dice primo si P ‰ A y

@a, b P A : ab P P ñ a P P o b P P.

Ejemplos 2.1.6 (Ideales primos). 1. pZC Z es primo.

2. si D ‰ t0u es un dominio, el ideal t0u es primo,

3. si D es un dominio, entonces px, yq “ tp P Drx, ys | pp0q “ 0uCDrx, ys es un ideal primo.

Proposición 2.1.16. Sean A un anillo conmutativo e I CA. Entonces:

1. I es maximal si y sólo si A
I es cuerpo,

2. I es primo si y sólo si A
I es dominio.

Demostración. 1. Esta parte puede deducirse fácilmente combinando los dos resultados que
siguen en el caso de anillos conmutativos:

- I es maximal si y sólo si A
I no tiene ideales biláteros (corolario 2.1.15),

- B es un anillo con división si y sólo si no tiene ideales a izquierda ni a derecha (proposición
2.1.7).

Sin embargo, presentamos una prueba autocontenida para ejercitar la manipulación con
ideales maximales y con anillos cociente:
(ñ) Sea a P A

I tal que a “ 0. Veamos que es invertible.

Como a R I, se tiene que I Ĺ I ` paq “ tx` ay : x P I, y P Au. Como I es maximal, esto
implica que I ` paq “ A. En particular A Q 1 “ x ` ay para ciertos x P I, y P A. Por lo
tanto ay ´ 1 P I, es decir, ay “ 1 “ ya.

(ð) Si A
I es un cuerpo, entonces sus únicos ideales son t0u y A

I . El teorema de correspon-
dencia 3.1.6 nos indica que estos están en biyección con los ideales de A que contienen a
I, entre los cuales necesariamente están I y A, por lo tanto no puede haber más. Esto nos
dice exactamente que I es maximal.

2. (ñ) Sean a, b P A
I tales que ab “ ab “ 0. Entonces ab P I. Como I es primo esto implica

que a P I o b P I, es decir, a “ 0 o b “ 0, probando que A
I es un dominio.

(ð) Sea ab P I. Entonces 0 “ ab “ ab. Como A
I es dominio, esto implica que a “ 0 o b “ 0,

es decir a P I o b P I, de donde I es un ideal primo.

Se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.1.17. Sea A un anillo conmutativo.
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1. Todo ideal maximal en A es primo.

2. Si ϕ : AÑ B un morfismo de anillos, entonces Kerϕ es maximal si y sólo si Im ϕ es un
cuerpo, y Kerϕ es primo si y sólo si Im ϕ es un dominio.

Observación 2.1.11. A partir de los resultados anteriores y del ejemplo 2.1.6, se tiene:

Sea m P Z. Son equivalentes:

(i) Zm es un cuerpo,

(ii) Zm es un dominio,

(iii) m es un número primo.

En efecto, tenemos (iii) implica (i) y (iii) implica (ii). Para los rećıprocos, supongamos que
m no es primo. Se tiene entonces m “ ab, a, b R t1,´1u. Entonces pmq Ĺ paq por lo que no
vale (ii) y además a, b R mZ mientras que ab P nZ, por lo que no vale (i).

Si consideramos el morfismo ϕn : Zrxs Ñ Z tal que pϕnq|Z “ id Z y ϕnpxq “ n, como
Im ϕn “ Z es un dominio que no es un cuerpo, se deduce que Kerϕn C Zrxs es un ideal
primo que no es maximal. En particular Kerϕ0 “ pxq “ tp P Zrxs | pp0q “ 0u es un ideal
primo no maximal. En efecto, pxq Ĺ tp P Zrxs | pp0q P 2Zu.

Sea k un cuerpo. Para cada α P k, el ideal Iα “ px ´ αq es maximal en krxs. (Veremos
más adelante que hay ideales maximales que no son de la forma Iα).

Sea k un cuerpo. El único ideal maximal de krrxss es pxq. En efecto, supongamos que
M es maximal. Observemos primero que si f P krrxss es tal que fp0q ‰ 0, entonces f es
invertible. Es claro entonces que @f PM se tiene fp0q “ 0, entonces todo f PM es de la
forma f “ gx y por tanto M Ď pxq Ĺ krrxss es decir M “ pxq.

Observación 2.1.12. Sea A un anillo. Llamémosle χ al único morfismo de anillos ZÑ A, es decir

χpnq “ n ¨ 1A “

nveces

1A ` ¨ ¨ ¨ ` 1A. El núcleo de χ es Kerχ “ tn P Z : n ¨ 1A “ 0u “ mZ para algún
m P N.2 Definimos la caracteŕıstica de A como m. Notamos car A “ m. A modo de ejemplo, el
único anillo de caracteŕıstica 1 es el anillo trivial t0u.

El primer teorema de isomorfismo afirma que Z
mZ » Im χ Ă A. Observar que si ϕ : RÑ S es

un morfismo de anillos y R es un anillo conmutativo, entonces Im ϕ es un subanillo conmutativo
de B. En este caso tenemos que Im χ Ă A es un subanillo conmutativo.

Si además A no tiene divisores de cero ni a izquierda ni a derecha (por ejemplo, si A es
un dominio o un anillo con división), entonces Im χ tampoco tendrá. En este caso Z

mZ es un
dominio, de donde mZ es un ideal primo. En conclusión, m “ 0 o m “ p es un número primo.

En particular, un cuerpo tiene caracteŕıstica cero o caracteŕıstica prima.

2.1.10. Anillos de fracciones y localización

Los números racionales pueden construirse de manera algebraica a partir de los enteros de
la siguiente manera: se considera el conjunto Zˆ Zzt0u “ tpa, bq | a, b P Z, b ‰ 0u y se define la
relación:

pa, bq „ pc, dq si y sólo si ad “ bc.

2De manera equivalente se define la caracteŕıstica del anillo como el menor n positivo tal que n ¨ 1A “ 0 si
existe, o como 0 si no existe.
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A partir de la conmutatividad y la ausencia de divisores de cero en Z, se prueba que esta
relación es de equivalencia y se nota a

b a la clase del elemento pa, bq y Q al conjunto cociente.
La idea es que a

b “
c
d ô ad “ bc permite definir un racional como un par de enteros, con el

segundo no nulo.
La aplicación que asocia a cada entero n el par pn, 1q P Q es una función inyectiva. Se quiere

dar a Q una estructura de anillo que sea coherente con la estructura de anillo de Z (esto es,
una estructura tal que la inyección antes mencionada sea un morfismo de anillos). Para esto se
define

a

b
+
c

d
“
ad` bc

bd
,

a

b
‚
c

d
“
ac

bd

y se prueba que pQ,+, 0
1 , ‚,

1
1q es un cuerpo.

Esta construcción puede generalizarse en dos etapas:

1. se puede considerar en lugar de Z un dominio cualquiera A y dar una estructura de cuerpo
a un cociente del conjunto AˆAzt0u: este cuerpo se llama cuerpo de fracciones de A,

2. en la construcción del cuerpo de fracciones se toman todos los elementos no nulos de A
y se transforman en invertibles: una construcción más general permite transformar en
invertibles los elementos de un subconjunto multiplicativo S de un anillo conmutativo
A, mediante un proceso cuyo resultado no es necesariamente un cuerpo sino un anillo
conmutativo llamado anillo de fracciones de A respecto de S.

La construcción del cuerpo de fracciones a partir de un dominio A es análoga a la de Q a
partir de Z. Vamos a concentrarnos en la segunda etapa y luego ver al cuerpo de fracciones
como un caso particular de anillo de fracciones.

Definición 2.1.12. Sea A un anillo conmutativo. Un conjunto S Ď A se dice multiplicativo o
multiplicativamente cerrado si 1 P S y st P S @s, t P S.

Ejemplos 2.1.7 (Conjuntos multiplicativos). 1. t1u, A son conjuntos multiplicativos en A,

2. para cada a P A, el conjunto tan | n P Nu es multiplicativo en A,

3. si P es un ideal primo de A, el conjunto S “ AzP es multiplicativo,

4. en particular, si A es un dominio, Azt0u es multiplicativo.

Definimos en Aˆ S la siguiente relación:

pa, sq „S pb, rq si y sólo si existe t P S tal que tpar ´ bsq “ 0.

Notamos a
s a la clase de equivalencia del par pa, sq.

Observación 2.1.13. 1. Sean A un anillo conmutativo y S un conjunto multiplicativo en
A. La relación „S definida en A ˆ S es de equivalencia. En efecto, es reflexiva porque
pa, sq „S pa, sq se verifica tomando t “ 1 P S y usando la conmutatividad de A. La relación
es simétrica porque A es conmutativo. Para la transitividad, supongamos pa, sq „S pb, rq
y pb, rq „S pc, vq. Existen t, t1 P S tales que tpar ´ bsq “ 0 y t1pbv ´ crq “ 0. Se tiene que
tt1rav “ tt1bsv “ tt1crs de donde tt1rpav ´ csq “ 0. Como t, t1, r P S se tiene que tt1r P S,
de donde pa, sq „S pc, vq.

2. Se tiene que a
s “

at
st @a P A, s, t P S.
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3. Si A es un dominio y 0 R S, la relación puede expresarse como pa, sq „S pb, tq si y sólo si
at “ bs.

Proposición-Definición 2.1.2. Sean A un anillo conmutativo y S un conjunto multiplicativo
en A. El conjunto cociente AˆS

„S
admite una estructura de anillo conmutativo que llamamos

anillo de fracciones (o de localización) de A respecto de S y notamos S´1A, cuyas operaciones
se definen como sigue:

a

s
+
b

t
“
at` bs

st
,

a

s
‚
b

t
“
ab

st
, @a, b P A, s, t P S.

Demostración. Verifiquemos primero que las operaciones están bien definidas. Para +, es claro
por la conmutatividad de la suma y el producto en A que alcanza con probar que si a

s “
a1

s1

entonces at`bs
st “ a1t`bs1

s1t para todo b P A, t P S. Ahora bien, si existe x P S tal que xas1 “ xa1s,
entonces

xpat` bsqps1tq “ xas1t2 ` xbs1st “ xa1st2 ` xbs1st “ xstpa1t` bs1q

y se deduce la igualdad.
Análogamente, para ‚ alcanza con observar que si a

s “
a1

s1 entonces a1b
s1t “

ab
st para todo

b P A, t P S. La implicancia es inmediata puesto que xas1 “ xa1s implica xas1bt “ xa1sbt.
Veamos ahora que + define una estructura de grupo abeliano. La conmutatividad es clara.

La asociatividad se deduce de:

pat` bsqr ` cst

str
“
atr ` pbr ` ctqs

str
@a, b, c P A, s, t, r P S.

Se tiene además a
s+

0
1 “

a¨1`s¨0
s¨1 “ a

s y ´a
s `

a
s “

0
s2
“ 0

1 , @a P A, s P S.
La operación ‚ es claramente asociativa y conmutativa y 1

1 es su neutro.
Finalmente, para verificar que el producto es distributivo respecto de la suma, es decir que

se cumple
a

s
‚

ˆ

b

t
+
c

r

˙

“
ab

st
+
ac

sr
@a, b, c P A, s, t, r P S.

observemos que el término de la izquierda de la igualdad es a
s ‚

br`ct
tr “

apbr`ctq
str y el de la derecha

es absr`acst
s2tr

“ abr`act
str .

Observación 2.1.14. Si 0 P S, entonces a
s “

0
1 @a P A, s P S, y por tanto S´1A “ t0u.

Veamos ahora como se relacionan el anillo original A con el anillo de fracciones S´1A.

Proposición 2.1.18. Sean A un anillo conmutativo y S un conjunto multiplicativo en A. La
función

ηS : AÑ S´1A

a ÞÑ
a

1

es un morfismo de anillos.

Demostración. A cargo del lector.

Proposición 2.1.19 (Propiedad universal del anillo de fracciones). Sean A un anillo conmu-
tativo y S Ă A un conjunto multiplicativo. Si ϕ : A Ñ B es un morfismo de anillos, donde
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B es un anillo conmutativo tal que ϕpSq Ă Bˆ, entonces existe un único morfismo de anillos
ϕ̂ : S´1AÑ B que hace conmutar el siguiente diagrama:

A
ϕ
//

η
��

B

S´1A
ϕ̂

<<

Demostración. A cargo del lector (haremos la demostración de un caso particular en la proposi-
ción 2.1.21).

Observación 2.1.15. Supongamos que 0 R S.

El morfismo ηS es inyectivo si y sólo si S no tiene divisores de cero. En efecto, sea a P A
tal que ηSpaq “ 0. Entonces a

1 “
0
1 lo que implica que existe s P S tal que as “ 0. Como

s ‰ 0 y S no tiene divisores de cero, se deduce a “ 0. Rećıprocamente, si s P S es un
divisor de cero, existe a P A tal que as “ 0 y a ‰ 0. Se deduce ηSpaq “ 0 y por lo tanto
que ηS no es inyectiva.

En particular, si A es un dominio, entonces ηS es inyectiva si y sólo si 0 R S.

Proposición 2.1.20. ηS es un isomorfismo si y sólo si todos los elementos de S son invertibles
en A.

Demostración. Es claro que si todos sus elementos son invertibles, S no tiene divisores de cero
y por lo tanto se tiene que ηS es inyectiva. Además, @a P A, s P S : as “

s´1a
1 “ ηSps

´1aq, por lo
que se tiene también la sobreyectividad. Rećıprocamente, si ηS es sobreyectiva, @s P S, existe
a P A tal que 1

s “
a
1 , por lo que existe t P S tal que t “ ast. Se deduce 1

1 “
as
1 de donde 1 “ as

y por lo tanto s es invertible.

Proposición-Definición 2.1.3. Sean A un dominio y S “ Azt0u. El anillo de fracciones S´1A
es un cuerpo que llamamos cuerpo de fracciones de A y notamos FracpAq. Notaremos η al
monomorfismo canónico AÑ FracpAq.

Demostración. Si a
s ‰ 0, entonces no existe t P S tal que ta “ 0. En particular a “ 1 ¨ a ‰ 0,

por lo que a P S y s
a es el inverso de a

s .

Proposición 2.1.21 (Propiedad universal del cuerpo de fracciones). Sea D un dominio. Para
cada cuerpo k y cada monomorfismo de anillos ϕ : D Ñ k existe un único morfismo de anillos
ϕ̂ : FracpDq Ñ k que hace conmutar el siguiente diagrama:

D
ϕ

//

η

��

k

FracpDq

ϕ̂

;;

Demostración. Para la existencia, alcanza con definir

ϕ̂
´a

b

¯

:“ ϕpaqϕpbq´1,@a, b P A, b ‰ 0 p˚q

(notar que si b ‰ 0 entonces ϕpbq ‰ 0 y por tanto es invertible en k) y probar que es un morfismo
de anillos que hace conmutar el diagrama.

Para la unicidad basta ver que la condición de conmutatividad del diagrama es
ϕ̂pa1 q “ ϕpaq @a P A y la condición de que ϕ̂ es morfismo de anillos implica ϕ̂p1

b q “ ϕpbq´1

@b P A, b “ 0. Combinando ambas igualdades y usando que ϕ̂ preserva el producto, se deduce
que ϕ̂ tiene que estar definida por la fórmula p˚q.
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Ejemplos 2.1.8 (Cuerpos de fracciones). Sea k un cuerpo.

1. FracpZq “ Q (ver observación 2.1.13.4),

2. Fracpkq “ k.

3. Se define el anillo de las funciones racionales con coeficientes en k en indeterminadas
x1, . . . , xn como

kpx1, . . . , xnq :“ Fracpkrx1, . . . , xnsq “

"

f

g
| f, g P krx1, . . . , xns, g ‰ 0

*

,

4. Se define el anillo de las series de Laurent formales como

kppxqq :“ Frac pkrrxssq “
"

f

g
| f, g P krrxss, g ‰ 0

*

“

"

h

xn
| h P krrxss, n P N

*

.

La última igualdad se prueba usando que todo g P krxs no nulo es de la forma g “ xng1

para cierto natural n y cierto g1 P krrxss invertible. Análogamente se define kppx1, . . . , xnqq
como el cuerpo de fracciones del anillo de series en las variables x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn.

En el caso particular en que el conjunto multiplicativo S es el complemento de un ideal
primo P , el proceso se llama de localización respecto del ideal P . La construcción del cuerpo de
fracciones de un dominio es un caso particular de localización respecto de un ideal (considerando
P “ t0u).

Definición 2.1.13. Si A es un anillo conmutativo y P es un ideal primo en A, llamamos
localización de A respecto de P y notamos ApP q al anillo de fracciones S´1A, donde S “ AzP .

Definición 2.1.14. Un anillo conmutativo se dice local si tiene un único ideal maximal.

Ejemplos 2.1.9. Todo cuerpo es un anillo local.
Vamos a ver que la construcción del anillo de fracciones permite obtener anillos locales a partir
de ideales primos.
El anillo de series formales en x con coeficientes en un cuerpo es local (su único ideal maximal
es pxq. Ver ejercicio del repartido 4 al respecto).

Proposición 2.1.22. Sea A un anillo conmutativo no trivial. Son equivalentes:

1. A es local,

2. la suma de dos elementos no invertibles es no invertible,

3. AzAˆ es un ideal de A.

Demostración. p1 ñ 2) Supongamos que A es local y que M es su ideal maximal. Si x, y R Aˆ

entonces existe un ideal maximal que contiene a x y otro que contiene a y. Como hay un único
ideal maximal, se tiene x, y PM y por tanto x` y PM . Como M ‰ A, se deduce que x` y es
no invertible.
p2 ñ 3q Sabemos que AzAˆ es no vaćıo (porque A es no trivial) y cerrado por la suma. Por

otra parte si x es no invertible, también lo es ´x. Además, si x es no invertible, es claro que ax
es no invertible para cualquier a P A. Se deduce que AzAˆ CA.
p3 ñ 1) Es claro que cualquier ideal propio de A está formado por elementos no invertibles,

es decir que está contenido en AzAˆ. Como consecuencia, si AzAˆ es un ideal, entonces es el
único ideal maximal.
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Proposición 2.1.23. Dado A un anillo conmutativo y P un ideal primo de A, el anillo ApP q
es local y su único ideal maximal es S´1P :“ tps | p P P, s R P u.

Demostración. Es claro que S´1P es un ideal de ApP q. Además, su complemento consiste de los
elementos de la forma t

s con t, s P S, y por tanto consiste de elementos invertibles. Se deduce
por la proposición anterior que S´1P es el único ideal maximal de ApP q.

Ejemplo 2.1.4. Tomemos pZC Z, siendo p P Z primo. La localización de Z respecto de pZ es
el subanillo

Zppq “
!a

b
| b no es múltiplo de p

)

Ď Q.

Su único ideal maximal es
 

a
b | a es múltiplo de p, b no es múltiplo de p

(

.

2.2. Divisibilidad en dominios

En este caṕıtulo D siempre será un dominio, es decir un anillo conmutativo D “ t0u sin divisores
de cero.

2.2.1. Generalidades

Definición 2.2.1. Sean a, b P D. Decimos que a divide a b, que a es divisor de b o que b es
múltiplo de a si existe c P D tal que b “ ac. En este caso notamos a � b.

Ejemplos 2.2.1. Para todo a P D, se tiene:

1 � a, a � a, a � 0, 0 � a si y sólo si a “ 0, a � 1 si y sólo si a P Dˆ.

Observación 2.2.1. Las siguientes propiedades se verifican fácilmente:

Si a � b y a � b1 entonces a � pb` b1q, a � pb´ b1q y a2 � bb1.

Si a � b y b � c, entonces a � c.

La relación “divide a.es entonces lo que se conoce como un preorden en D˚ (es reflexiva y
transitiva, pero en general no antisimétrica: 1 � ´1 � 1). Como todo preorden induce una
relación de equilalencia definida por a „ b si y sólo si a � b y b � a.

Proposición 2.2.1. Sea ∼ la relación en D definida en la observación anterior. Se tiene a „ b
si y sólo si existe u P Dˆ tal que a “ ub.

Demostración. Si existe u P Dˆ tal que a “ ub, se tiene también b “ u´1a y por lo tanto
a „ b. Rećıprocamente, supongamos que a “ xb y que b “ ya. Entonces a “ xya y por tanto
ap1 ´ xyq “ 0. Como D es un dominio, tenemos dos posibilidades: a “ 0 o xy “ 1. Si a “ 0,
entonces b “ ya “ 0 y se deduce a „ b. Si xy “ 1, entonces x P Dˆ y por tanto a “ xb „ b.

Definición 2.2.2. Sean a, b P D. Decimos que a y b son asociados si a „ b.

Observación 2.2.2. La prueba de la proposición anterior permite afirmar además que si b P D es
no nulo, entonces

xb „ bñ x P Dˆ.

La siguiente proposición traduce estas nociones de divisibilidad en términos de ideales principales.

Proposición 2.2.2. Sean a, b P D. Entonces:

1. a � b si y sólo si pbq Ď paq,
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2. a „ b si y sólo si paq “ pbq,

3. a � b y a  b si y sólo si pbq Ĺ paq,

4. a P Dˆ si y sólo si paq “ D.

Demostración. A cargo del lector.

Definición 2.2.3. Sea a P D no nulo y no invertible. Decimos que a es:

irreducible si @b, c P D : a “ bc implica b P Dˆ o c P Dˆ,

primo si @b, c P D : a � bc implica a � b o a � c.

Observación 2.2.3. 1. Sea a P D no nulo y no invertible. Entonces a es irreducible si y sólo
si @b P D : b � a implica b P Dˆ o b „ a.

2. Todo primo es irreducible.

3. Supongamos p „ q. Si p es irreducible, también lo es q. Si p es primo también lo es q.

Ejemplos 2.2.2. 1. En Z y krxs (k cuerpo) los primos y los irreducibles coinciden.

2. Sea k un cuerpo. Pongamos D “ ta ` x2ppxq | a P k, ppxq P krxsu Ď krxs. El elemento
x2 P D es irreducible pero no es primo. En efecto x2 � x3x3 “ x2x4 pero x2 ffl x3.

3. El polinomio x2 ´ 2 es irreducible y primo como elemento de Zrxs pero no lo es como
elemento de Rrxs.

4. El polinomio 2x ´ 2 es irreducible y primo como elemento de Rrxs pero no lo es como
elemento de Zrxs.

Proposición 2.2.3. Sea a P D no nulo y no invertible. Entonces:

1. a es primo si y sólo si paq es un ideal primo en D,

2. a es irreducible si y sólo si paq es maximal (respecto de la inclusión) en la familia de
ideales principales propios de D.

Demostración. A cargo del lector.

Definición 2.2.4. Si a, b P D no son simultáneamente nulos, decimos que d P D es un máximo
común divisor de a y b si verifica

d � a, d � b, y @c P D c � a, c � bñ c � d.

Observación 2.2.4. 1. En un dominio cualquiera no tiene por qué existir el máximo común
divisor. En efecto, en el ejemplo 2.2.2.2, los elementos x5 y x6 tienen como conjunto de
divisores comunes a ta | a P Ru Y tax2 | a P Ru Y tax3 | a P Ru. Sin embargo ninguno de
los elementos de este conjunto es múltiplo de todos los demás.

2. Si d y d1 son máximos comunes divisores de a y b, entonces d „ d1. Notamos mcd pa, bq a
la clase de equivalencia definida por a y b.

Abuso de notación: En caso de existir máximos comunes divisores de a y b, notaremos
mcd pa, bq “ d en lugar de d P mcd pa, bq.
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Proposición 2.2.4. 1. Si a, b P D son tales que a � b, entonces mcd pa, bq “ a. En particular
mcd pa, 0q “ a y mcd pa, bq “ 1 siempre que a P Dˆ.

2. Si p P D es irreducible, entonces mcd pa, pq “ 1 o mcd pa, pq “ p.

Demostración. 1. La afirmación y el primer caso particular son claros. Si a es invertible,
entonces b “ aa´1b y por tanto a � b. Se deduce que mcd pa, bq “ a y como a „ 1, entonces
mcd pa, bq “ 1.

2. Como p es irreducible, sus divisores son 1, p o sus asociados, en particular mcd pa, pq es
uno de estos.

Definición 2.2.5. Sean a1, a2, . . . , an P D no simultáneamente nulos. Decimos que d P D es un
máximo común divisor de a1, a2, . . . , an y notamos d “ mcd pa1, . . . , anq si

d � ai @i P t1, 2, . . . , nu y @c P D c � ai @iñ c � d.

Observación 2.2.5. 1. Aqúı también vale la unicidad a menos de asociados y haremos un
abuso de notación análogo.

2. Sin pérdida de generalidad, se puede asumir que todos los ai son no nulos puesto que si
ai “ 0, es fácil ver que se tiene mcd pa1, a2, . . . , anq “ mcd pa1, . . . , ai´1, ai`1, . . . , anq.

3. Supongamos que ai ‰ 0 para todo i ď n. Entonces si d1 :“ mcd pa1, a2, . . . , an´1q, se tiene
mcd pa1, a2, . . . , anq “ mcd pd1, anq.

4. De la observación anterior se deduce que si existe mcd pa, bq para cualesquiera a, b P D,
entonces existe mcd pa1, a2, . . . , anq cualesquiera sean a1, a2, . . . , an P D, n ě 3.

2.2.2. Dominios de factorización única

Definición 2.2.6. Un dominio D se dice dominio factorial o dominio de factorización única
(abreviado DFU) si verifica:

(Existencia de la descomposición factorial) Para cada a P D no nulo y no invertible, existen
p1, p2, . . . , pn irreducibles tales que a “ p1p2 ¨ ¨ ¨ pn.

(Unicidad de la descomposición factorial) Si p1p2 ¨ ¨ ¨ pn “ q1q2 ¨ ¨ ¨ qm, con pi, qj irreducibles
para cada i P t1, 2, . . . , nu, j P t1, 2, . . . ,mu, entonces n “ m y existe una función σ :
t1, 2, . . . , nu Ñ t1, 2, . . . ,mu tal que pi „ qσpiq.

Observación 2.2.6. 1. La unicidad de la factorización implica que puede asumirse σ inyectiva.
En efecto, si n “ 1 es claro. Supongamos que σ es inyectiva para n0 y probémoslo para
n0 ` 1. Tomemos

p1p2 ¨ ¨ ¨ pn0pn0`1 “ q1q2 ¨ ¨ ¨ qm.

Existe j P t1, 2, . . . ,mu tal que qj „ pn0`1, por lo que se tiene xpn0`1 “ qj para cierto x
invertible. Cancelando pn0`1 en la igualdad de arriba, se deduce:

p1p2 ¨ ¨ ¨ pn0 “ x´1q1q2 ¨ ¨ ¨ qj´1qj`1 ¨ ¨ ¨ qm.

Tomando σ : t1, 2, . . . , n0u Ñ t1, 2, . . . ,muztju inyectiva y extendiéndola a
σ : t1, 2, ¨ ¨ ¨ , n0 ` 1u Ñ t1, 2, . . . ,mu mediante σpiq “ σpiq,@i ď n0, σpn0 ` 1q “ j,
obtenemos σ inyectiva.
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2. En la prueba de la observación anterior no se usó la condición n “ m exigida para la
unicidad de la descomposición factorial. De hecho, esta condición puede eliminarse de la
definición. En efecto, por la observación anterior se deduce n ď m, y luego intercambiando
los roles de los pi y los qj se deduce m ď n y se obtiene m “ n (y por lo tanto σ es, de
hecho, biyectiva).

3. La existencia de la factorización implica que todo elemento no nulo a P D es de la forma
a “ upα1

1 pα2
2 ¨ ¨ ¨ pαnn , con u P Dˆ, n P Z`, pi irreducibles no asociados dos a dos y αi P N

para todo i P t1, . . . , nu.

En efecto, si a es invertible, se toma n cualquiera y αi “ 0 para todo i P t1, . . . , nu. Si
a no es invertible, se tiene a “ q1q2 ¨ ¨ ¨ qm, con qi irreducible para todo j P t1, . . . ,mu.
Agrupando los qi que sean asociados y usando que el producto de invertibles es invertible,
se tiene el resultado.

La siguiente proposición muestra que a � b si y sólo si “la factorización de a está contenida
en la de b”.

Proposición 2.2.5. Sean D un DFU y a, b P D no nulos y no invertibles. Si a “ p1p2 ¨ ¨ ¨ pn y
b “ q1q2 ¨ ¨ ¨ qm, entonces son equivalentes:

(i) a � b

(ii) existe una función inyectiva σ : t1, 2, . . . , nu Ñ t1, 2, . . . ,mu tal que pi „ qσpiq.

Demostración. Si a | b, entonces existe x P D tal que ax “ b. Poniendo x “ r1r2 ¨ ¨ ¨ rt, se tiene

p1p2 ¨ ¨ ¨ pnr1r2 ¨ ¨ ¨ rt “ q1q2 ¨ ¨ ¨ qm

y se deduce la tesis, a partir de la Observación 2.2.6.
Rećıprocamente si existe tal σ se tiene que

b “
m
ź

j“1

qj “ x
n
ź

i“1

pi
ź

jRIm pσq

qj “ xa
ź

jRIm pσq

qj

para cierto x P Dˆ.

Proposición 2.2.6. Sea D un dominio en el que todo elemento no nulo y no invertible se
descompone en producto de irreducibles. Entonces son equivalentes:

D es un DFU,

todo irreducible en D es primo.

Demostración. Supongamos primero que D es un DFU y que p es irreducible y que p � ab.
Pongamos a “ p1p2 ¨ ¨ ¨ pn y b “ q1q2 ¨ ¨ ¨ qm. Se tiene ab “ pc para cierto c “ r1r2 ¨ ¨ ¨ rt P D. De
la igualdad

pr1r2 ¨ ¨ ¨ rt “ p1p2 ¨ ¨ ¨ pnq1q2 ¨ ¨ ¨ qm,

y la unicidad de la descomposición en irreducibles, se deduce que existe i P t1, . . . , nu tal que
p „ pi o existe j P t1, . . . ,mu tal que p „ qj . En el primer caso p � a y en el segundo p � b.

Rećıprocamente, supongamos que todo irreducible en D es primo y que p1p2 . . . pn “

q1q2 . . . qm, con pi, qj P D irreducibles @i ď n, j ď m. Para cada i ď n, como pi es primo
y divide al término de la derecha, se tiene que pi � qj para cierto j ď m. Como además qj es
irreducible, se deduce pi „ qj .
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2.2.3. Dominios a ideales principales

Definición 2.2.7. Un dominio D se dice dominio a ideales principales (DIP) si todo ideal de
D es principal, es decir, si todo ideal de D está generado por un elemento.

Ejemplos 2.2.3. El anillo de enteros Z es un DIP puesto que sus ideales son de la forma
nZ, es decir principales.

El anillo de polinomios krxs es un DIP si y sólo si k es un cuerpo.

Observemos primero que si k no es un cuerpo, existe a P k no invertible y no nulo. Es fácil
ver que el ideal I “ tp P krxs | pp0q es múltiplo de au no es principal. En efecto, a P I y
x P I, pero el único divisor común entre ellos es 1, por lo que si I fuera principal seŕıa
I “ p1q “ krxs.
Rećıprocamente, si k es un cuerpo, la división eucĺıdea de polinomios nos permite probar
de manera análoga que en el caso de Z que todos los ideales de krxs son principales3. En
efecto, dado un ideal I, consideremos un polinomio f P I de grado mı́nimo entre los grados
de los polinomios en I. Sea g P I cualquiera. Como grpgq ě grpfq se tiene g “ fq ` r, con
grprq ă grpfq o r “ 0. Pero r “ g ´ fq P I, por lo que no puede tener grado menor que el
grado de f . Se deduce r “ 0 y por tanto I “ pfq.

Proposición 2.2.7. Sean D un DIP, I CD. Son equivalentes:

1. I es maximal,

2. I es primo.

Demostración. Ya sabemos que (1) implica (2) en un anillo conmutativo. Para (2) implica (1),
supongamos que I es primo y que I Ĺ M Ď D. Sean p, q P D tales que I “ ppq y M “ pqq. Se
tiene p “ xq para cierto x P D no invertible. Por ser I primo y como q R I, se deduce x P I, de
donde x “ py y por tanto x „ p. Pero entonces q es invertible y por tanto M “ D.

Corolario 2.2.8. En un dominio a ideales principales, todo irreducible es primo (y rećıproca-
mente).

Demostración. Si p P D es irreducible, entonces I “ ppq es maximal respecto de la inclusión en
la familia de ideales principales propios; como D es un DIP, se deduce que I es maximal y por
tanto primo. En consecuencia, p es primo.

Queremos probar que todo dominio a ideales principales es un dominio de factorización
única. El lector podrá observar que, existiendo la descomposición en producto de irreducibles,
el corolario anterior asegura la unicidad de la descomposición a menos de asociados (esto
quedará claro de todas formas en la prueba del Teorema 2.2.9). Queremos entonces estudiar
qué particularidad de los dominios a ideales principales es la que asegura la existencia de la
descomposición. Esta es el hecho de que todo ideal sea finitamente generado. Los anillos que
verifican esto tienen su importancia propia en teoŕıa de anillos, es por esto que les dedicamos el
próximo apartado.

3Estos dos son casos particulares de una observación más general, y es que cualquier dominio eucĺıdeo es a
ideales principales: ver práctico 5.
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Anillos noetherianos

En esta sección, estudiamos una condición de finitud de anillos, que se muestra ligada a la
existencia de la descomposición factorial en dominios (ver Teorema 2.2.11).

Proposición 2.2.9. Consideremos un anillo conmutativo A. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. Todo ideal de A es finitamente generado.

2. Toda sucesión creciente de ideales en A estabiliza. Esto es, si I1 Ă I2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă In Ă ¨ ¨ ¨ es
una cadena de ideales de A, entonces existe n P Z` tal que In “ In`1 “ ¨ ¨ ¨ .

3. Toda familia no vaćıa de ideales de A contiene un elemento maximal respecto de la
inclusión.

Demostración. Supongamos primero que todo ideal de A es finitamente generado y tomemos
una sucesión creciente de ideales:

I1 Ă I2 Ă ¨ ¨ ¨ Ă In Ă ¨ ¨ ¨ Ă A.

Sea I “
Ť

ně0
In. Como los Ik están encajados, I es un ideal de A (como en la demostración

de la existencia de ideales maximales). Existen entonces x1, x2, . . . , xk P A tales que el conjunto
tx1, x2, . . . , xku genera al ideal I. Para cada i P t1, . . . , ku se tiene que xi P I, luego existe
ni P Z` tal que xi P Ini . Por lo tanto si N “ máxtn1, . . . , nku entonces I Ď IN . Se deduce que
In “ I para todo n ě N .

Para probar (2) implica (3), consideremos una familia F no vaćıa de ideales y un elemento
I1 P F . Si I1 no es maximal, está propiamente contenido en otro ideal I2 P F . Si I2 no es maximal,
está propiamente contenido en otro ideal I3 P F . Se construye aśı una cadena estrictamente
creciente de ideales en F : I1 Ĺ I2 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ In Ĺ ¨ ¨ ¨ , lo que contradice (2). Se deduce que para
algún n, In es maximal en F .

Finalmente, supongamos que vale (3) y que I es un ideal de A. Consideremos la familia
tJ Ď I | J C A, J finitamente generadou. Es no vaćıa porque contiene al ideal t0u y tiene por
tanto un elemento maximal M . Si M ‰ I, entonces existe x P IzM y el ideal generado por
M Y txu es finitamente generado y está incluido en I. Esto contradice la maximalidad de M
como elemento de la familia. Se deduce entonces que M “ I y por tanto que I es finitamente
generado.

Definición 2.2.8. Un anillo conmutativo que verifica una de las condiciones de la Proposición
2.2.9 se dice noetheriano.

Ejemplos 2.2.4. Todo DIP es noetheriano.

El anillo de polinomios en infinitas variables krx1, x2, . . . , xn, . . . s no es noetheriano.

Más adelante (Teorema 2.2.10) probaremos el teorema de la base de Hilbert que afirma
que si A es un anillo noetheriano, entonces Arx1, . . . , xns es noetheriano.

Observación 2.2.7. La noción de noetherianidad tiene su versión lateral (considerando ideales a
izquierda o a derecha), pero estamos interesados en el caso de anillos conmutativos, y por eso
aśı la definimos.

31



El siguiente teorema permite deducir que los anillos de polinomios en finitas variables
Arx1, x2 ¨ ¨ ¨ , xns śı son noetherianos siempre que A lo sea.

Teorema 2.2.10 (Teorema de la base de Hilbert). Sea A un anillo conmutativo. Si A es
noetheriano, entonces Arxs también lo es.

Demostración. Tomemos un ideal J C Arxs. Vamos a probar que J es finitamente generado.
Para esto, consideramos In “ ta P A | existe f P J con gr pfq “ n, a “ `pfqu Y t0u: en otras
palabras, el conjunto de los coeficientes ĺıderes de los polinomios de grado n de J . Es fácil ver
que In es un ideal de A y que In Ď In`1,@n P N. Como A es noetheriano, la sucesión estabiliza
en algún In̄.

Para cada i ď n̄, el ideal Ii es finitamente generado, pongamos que está generado por ciertos
tai1, ai2, . . . , aikiu. Sean fij P J de grado i tales que `pfijq “ aij .

Tomemos f P J no nulo. Probaremos por inducción en gr pfq que f está generado por los
fij . Si gr pfq “ 0, entonces f P I0 y está generado por tf0j | j ď k0u. Supongamos que todos los
polinomios en J de grado menor que n están generados por los fij y probemos que los de grado
n también lo están.

Sea f P J , con gr pfq “ n. Se tiene `pfq P In Ď In̄, por lo que `pfq “
ř

jďkn̄

λn̄jan̄j . Si

n ď n̄, el polinomio f ´
ř

λn̄jfn̄j P J es nulo o de grado estrictamente menor que n, por
lo que está generado por los fij . Se deduce que f también lo está. Si n ą n̄, el polinomio
f ´

ř

xn´n̄λn̄jfn̄j P J es nulo o de grado estrictamente menor que n, por lo que se deduce otra
vez que f está generado por los fij .

Todo DIP es un DFU

Teorema 2.2.11. Si D es un dominio tal que:

1. D es noetheriano,

2. todo irreducible en D es primo,

entonces D es un dominio de factorización única.

Demostración. Vamos a ver que la primera condición implica la existencia de la descomposición,
y que la segunda implica la unicidad.

Para la existencia, consideremos la familia

F “ tpaq | a R Dˆ, a ‰ 0, a no se descompone en producto de irreduciblesu.

Queremos ver que F “ H. Si fuera no vaćıa, como D es noetheriano, existe aM P D tal que
paM q es un elemento maximal en F . En particular se tiene que aM es no nulo y no invertible
y que aM no es irreducible (por no ser producto de irreducibles). Por tanto aM se descompone
en producto de dos elementos no nulos y no invertibles de D: aM “ xy. Además, como aM no
es producto de irreducibles, o bien x o bien y no es producto de irreducibles. Supongamos sin
pérdida de generalidad que x no es producto de irreducibles. Se tiene entonces

pxq P F y paM q Ĺ pxq,

lo que contradice la maximalidad de paM q como elemento de F .
Para la unicidad de la descomposición, alcanza con aplicar la Proposición 2.2.6.
Recordamos que puede deducirse n “ m como se muestra en la observación 2.2.6.2.
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Como todo dominio a ideales principales es noetheriano y verifica la condición de que los
irreducibles son (los) primos, se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.2.12. Todo dominio a ideales principales es un dominio de factorización única.

El rećıproco no es cierto, i.e. hay dominios de factorización única que no son dominios
a ideales principales. Un ejemplo es el anillo de polinomios Zrxs y generalizaciones de éste.
Entenderemos bien este hecho en la próxima sección, dedicada a divisibilidad en anillos de
polinomios. Pero antes, una última observación general.

Proposición 2.2.13. Si D es un DFU, entonces existe mcd pa, bq para cualesquiera a, b P D no
simultáneamente nulos.

Demostración. Pongamos

a “ upα1
1 pα2

2 ¨ ¨ ¨ pαmm , b “ vpβ1
1 p

β2
2 ¨ ¨ ¨ pβmm ,

con u, v P Dˆ, y para cada i ď m, pi irreducible tal que pi  pj si i ‰ j, y αi, βi P N. Si tomamos
para cada i ď m, γi “ mı́ntαi, βiu, entonces es fácil (y queda a cargo del lector) verificar que

mcd pa, bq “ pγ1
1 p

γ2
2 ¨ ¨ ¨ p

γm
m .

Definición 2.2.9. Si a, b P D son no simultáneamente nulos, decimos que a y b son primos
entre śı si existe mcd pa, bq y mcd pa, bq “ 1.

Proposición 2.2.14 (Lema de Euclides). Sean a, b, c elementos no nulos en un dominio facto-
rial. Si a � bc y mcd pa, bq “ 1, entonces a � c.

Demostración. Supongamos a “ p1p2 ¨ ¨ ¨ pm una descomposición en irreducibles de a. Para cada
i P t1, . . . ,mu, se tiene que pi � bc y como pi es primo, se tiene que pi divide a b o divide a c.
Ahora bien, mcd pa, bq “ 1, por lo que si pi � b, como también pi � a se tendŕıa pi � 1 y por
tanto seŕıa pi invertible. Entonces pi � c para todo i P t1, . . . ,mu, de donde a � c.

Proposición 2.2.15. Sean D un dominio a ideales principales y a, b P D no simultáneamente
nulos. Entonces:

1. existe mcd pa, bq,

2. si mcd pa, bq “ d entonces pa, bq “ pdq. En particular existen x, y P D tales que ax` by “ d
(identidad de Bézout).

Demostración. La existencia de mcd pa, bq se debe a que D es en particular un dominio de
factorización única. Además, si consideramos el ideal

I “ pa, bq “ tax` by | x, y P Du ,

como D es un dominio a ideales principales, existe c P D tal que I “ pcq.
Como paq Ď I, se tiene que c � a. Análogamente se tiene que c � b y por lo tanto c � d.
Por otra parte d � ax` by para todo x, y P D, en particular d � c. Se deduce I “ pdq, por lo

que existen x, y P D tales que ax` by “ d.
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2.2.4. Divisibilidad en anillos de polinomios

Polinomios como funciones

Recordemos que la propiedad universal de los anillos de polinomios da lugar a la existen-
cia, para cada a P A, del morfismo de anillos evaluación en a εa : Arxs Ñ A que verifica
εapdq “ d para todo d P D, y εapxq “ a.

Para p P Arxs y a P D, usamos la notación ppaq :“ εappq. Observar que el hecho de
que εa sea morfismo de anillos se interpreta con la nueva notación mediante pp ` qqpaq “
ppaq ` qpaq, ppqqpaq “ ppaqqpaq para todo p, q P Arxs. Además si p “ c P A es un polinomio
constante entonces ppaq “ c para todo a P A.

Haciendo variar a P A, se obtiene una función

ϕ : Arxs Ñ AA, definida por ϕppqpaq “ ppaq,

que resulta ser un morfismo de anillos si ponemos en el conjunto de funciones AA la estructura
dada por la suma y el producto punto a punto.

Ahora bien, es claro que ϕ en general no es sobreyectiva (no toda función de D en D es un

polinomio: la función f : Z Ñ Z definida por fpxq “

#

1 si x ě 0

0 si no
no es un polinomio, pues

ĺımxÑ`8 fpxq “ 1 y eso implicaŕıa que fuera el polinomio constante 1).
En cuanto a la inyectividad, el siguiente ejemplo muestra que ϕ en general no es inyectiva:

ppxq “ x3 ´ x P Z3rxs es no nulo; sin embargo, ppaq “ 0 @a P Z3, es decir ϕppq “ 0.

De hecho vamos a probar en la próxima sección, para el caso de polinomios sobre dominios,
que ϕ es inyectiva si y sólo si D es infinito. Por lo tanto podemos identificar D con su imagen
ϕpDq de funciones polinómicas sólo en el caso que D sea un dominio infinito.

Ráıces

Se tiene la función deg : Arxs˚ Ñ N que asocia a cada polinomio no nulo el máximo ex-
ponente en x de los monomios que lo conforman que nota degppq y se llama grado de p. Al
coeficiente asociado a xdegppq se le llama coeficiente ĺıder de p. Notar que degppq “ 0 si y
solo si p es constante.

Si A “ D es un dominio y p, qsonnonulos, se verifica degppqq “ degppq`degpqq,@p, q P Drxs
y esto permite deducir que Drxs también es un dominio.

Además, si A “ k es un cuerpo, se tiene que para todos p, d P krxs, d ‰ 0, existen q, r P krxs
tales que p “ dq ` r y r “ 0 o degprq ă degpdq. (esto asegura que krxs es un dominio eucĺıdeo
como se vio en un ejercicio de práctico, y por tanto un dominio a ideales principales).

Observación 2.2.8. Si t P Drxs es un polinomio con coeficiente ĺıder invertible, entonces para
cualquier p P Drxs, existen q, r P Drxs tales que p “ qt` r y r “ 0 o gr prq ă gr ptq.

En efecto, se puede ver que la división eucĺıdea en krxs da lugar a q P Drxs y por tanto
r “ p´ qt P Drxs. Decimos que r es el resto de dividir p por q.

En particular, como el coeficiente ĺıder de x´ a es 1 y por tanto invertible, para cualquier
polinomio p P Drxs existen q, r P Drxs tales que p “ px´ aqq ` r y r P D.

Definición 2.2.10. Sea p P Drxs. Un elemento a P D se dice ráız de p si ppaq “ 0.
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Proposición 2.2.16 (Teorema del resto). El resto de dividir un polinomio p P Drxs por x´ a
es ppaq.

Demostración. Basta aplicar el morfismo de anillos εa a la igualdad ppxq “ qpxqpx´ aq ` r.

Corolario 2.2.17. Un polinomio p P Drxs se escribe como px ´ aqq para algún q P Drxs si y
sólo si ppaq “ 0.

De este corolario sacamos dos corolarios:

Corolario 2.2.18. Todo polinomio no nulo p P Drxs tiene una cantidad finita de ráıces.

Demostración. Sea p P Drxs un polinomio de grado n. Sean c1, c2, . . . las ráıces diferentes de p
en D. Entonces ppxq “ q1pxqpx´ c1q, de donde 0 “ ppc2q “ q1pc2qpc2´ c1q. Como c1 “ c2 y D es
un dominio, entonces q1pc2q “ 0. Por lo tanto x´ c2 divide a q2, y ppxq “ q3pxqpx´ c2qpx´ c1q.
Por inducción llegamos a que dadas m ráıces diferentes c1, . . . , cm de p, el polinomio gm “

px´ c1qpx´ c2q ¨ ¨ ¨ px´ cmq divide a p. Pero gr gm “ m, de donde m ď n.

Proposición 2.2.19. El morfismo ϕ : Drxs Ñ DD definido por ϕppqpaq “ ppaq es inyectivo si
y sólo si D es infinito.

Demostración. Si D es finito, entonces DD también lo es, pero Drxs es infinito, por lo que ϕ no
es inyectivo.

Si D es infinito y p P Drxs es no nulo, entonces p tiene una cantidad finita de ráıces y por lo
tanto algún elemento de D no es ráız de p, de lo que se deduce ϕppq ‰ 0.

Contenido

Definición 2.2.11. Sea D un dominio de factorización única y f “ anx
n`¨ ¨ ¨`a1x`a0 P Drxs

no nulo. Se define el contenido de f como cont pfq “ mcd pan, . . . , a1, a0q. Decimos que f es
primitivo si cont pfq “ 1.

Ejemplo 2.2.1. Todo polinomio mónico es primitivo.

f “ 2x` 3 es primitivo en Zrxs, pero g “ 2x` 4 no lo es, de hecho cont pgq “ 2  1.

Observación 2.2.9. 1. Notar que hacemos el mismo abuso de notación que para el máximo
común divisor. Si bien cont pfq es una „-clase de equivalencia en D, usamos la notación
para referirnos a cualquiera de sus representantes.

2. Si f P Drxs y a P D, a ‰ 0, entonces cont pafq “ a cont pfq. Además siempre existe
un (único a menos de multiplicar por un invertible de D) polinomio f P Drxs tal que
f “ cont pfqf . Este polinomio f resulta obviamente primitivo.

Lema 2.2.20 (Lema de Gauss). Sean f, g P DrXs, donde D es un dominio de factorización
única.

1. Si f y g son primitivos, su producto fg también lo es.

2. Más en general, se tiene cont pfgq “ cont pfq cont pgq.

Demostración. 1. Supongamos primero que f y g son primitivos y que p P D es primo.
Pongamos f “ anx

n` ¨ ¨ ¨` a1x` a0 y g “ bmx
m` ¨ ¨ ¨` b1x` b0. Por ser f y g primitivos,

p ffl cont pfq y p ffl cont pgq, por lo que existen i P t0, . . . , nu, j P t0, . . . ,mu tales que
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ai y bj no son múltiplos de p. Podemos entonces considerar ī0 :“ mı́nti | p ffl aiu y
j0 “ mı́ntj | p ffl bju. Ahora bien, sea k “ i0 ` j0; el término k-ésimo de fg es

a0bk ` a1bk´1 ` ¨ ¨ ¨ ` ai0bj0 ` ¨ ¨ ¨ ` ak´1b1 ` akb0.

Tenemos tres tipos de sumandos aibj en el término de arriba:

sumandos en que i ă i0: p � ai y por tanto el sumando es múltiplo de p;

sumandos en que j ă j0: p � bj y por tanto el sumando es múltiplo de p:

el sumando ai0bj0 : p ffl ai0 y p ffl bj0 , por lo que el sumando no es múltiplo de p.

Para cada primo p, existe entonces un coeficiente que no es múltiplo de p (el k-ésimo,
según la construcción de arriba). Se deduce cont pfgq “ 1.

2. Supongamos ahora que f y g son polinomios cualesquiera y pongamos f “ cont pfqf̄ y
g “ cont pgqḡ, con f̄ , ḡ primitivos. Se tiene fg “ cont pfq cont pgqf̄ ḡ, y como f̄ ḡ es primitivo
(por la parte anterior) se deduce que

cont pfgq “ cont pfq cont pgq cont pf̄ ḡq “ cont pfq cont pgq.

Criterios de irreducibilidad

Proposición 2.2.21. Sea K un cuerpo y p P Krxs un polinomio de grado dos o tres. Entonces
p es reducible si y sólo si tiene una ráız en K.

Demostración. Un polinomio de grado dos o tres con coeficientes en un cuerpo es reducible si y
sólo si tiene un factor lineal, pues Krxsˆ “ Kˆ “ Kzt0u. Por el corolario 2.2.17 esto ocurre si
y sólo si f tiene una ráız en K.
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En lo queda de esta sección, D será un dominio y k denotará al cuerpo de fracciones
de D.

Proposición 2.2.22 (Criterio de la ráız racional). Sea f “ anx
n` an´1x

n´1` ¨ ¨ ¨ ` a1x` a0 P

DrXs con an ‰ 0, y sea p
q P k una ráız de f , con mcd pp, qq “ 1. Entonces p � a0 y q � an en D.

Demostración. Tenemos que an
pn

qn ` an´1
pn´1

qn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1
p
q ` a0 “ 0, por lo tanto

anp
n ` an´1p

n´1q ` ¨ ¨ ¨ ` a1pq
n´1 ` a0q

n “ 0 y entonces:

a0q
n “ ´ppanp

n´1 ` an´1p
n´2q ` ¨ ¨ ¨ ` a1q

n´1q

Esto prueba que p � a0q
n. Como mcd pp, qq “ 1, entonces mcd pp, qnq “ 1. El lema de Euclides

(Proposición 2.2.14) nos da que p � a0. Análogamente q � an.

Corolario 2.2.23. Si f P DrXs es un polinomio mónico y α P k es ráız de f , entonces α P D.

El siguiente es un lema técnico que será de utilidad en los resultados que le siguen:

Lema 2.2.24. Si f P Drxs es tal que f “ gh para ciertos g, h P krxs, entonces existen
g1, h1 P Drxs y λ, µ P k no nulos, tales que f “ g1h1, g “ λg1 y h “ µh1.

Demostración. Tomando a, b P D˚ como los respectivos productos de los denominadores de los
coeficientes de g y h, surge que existen g̃, h̃ P Drxs tales que g “ 1

a g̃, h “
1
b h̃ (observar que para

esto alcanza con que D sea un dominio).
Obtenemos la igualdad en D: abf “ g̃h̃ “ contpg̃qcontph̃qg2h2, con g2, h2 P Drxs primiti-
vos. Tomando contenidos de ambos lados, se deduce que abcontpfq “ cont pg̃q cont ph̃q “
contpagqcontpbhq “ abcontpgqcontphq y por tanto, se deduce de la primera igualdad de este
párrafo abf “ abcontpfqg2h2 y, cancelando ab, se tiene f “ contpfqg2h2. La prueba termina

considerando por ejemplo g1 “ contpfqg2 “ acontpfq
contpg̃q g, h

1 “ h2 “ b
contph̃q

.

Teorema 2.2.25 (Criterio de irreducibilidad de Gauss). 4 Sea f P Drxs no constante. Entonces
f es irreducible en Drxs si y sólo si es irreducible en krxs y es primitivo en Drxs.

Demostración. Supongamos primero que f es irreducible como polinomio en krxs y es primitivo
como polinomio en Drxs. Si f “ gh es una descomposición de f en producto de polinomios
g, h P Drxs, también lo es en krxs y por tanto g o h es invertible en krxs. Supongamos sin
perder generalidad que g lo es. Esto implica que g P kˆ X Drxs “ Dzt0u. Pero en ese caso
cont pfq “ g cont phq, y como cont pfq “ 1 se tiene que g P D es invertible. Se deduce que f es
irreducible en Drxs.

Rećıprocamente, supongamos que f es irreducible y no constante como polinomio en Drxs.
Por la descomposición f “ cont pfqf con f primitivo, debe ser f primitivo.

Supongamos que f “ gh es una descomposición de f en producto de polinomios g, h P krxs.
Usando el Lema 2.2.24, se deduce f “ g1h1 para ciertos g1, h1 P Drxs primitivos (porque f es
primitivo) tales que g “ λg1, h “ µh1 para ciertos λ, µ P k no nulos.

Como f es irreducible en Drxs se deduce que g1 o h1 son invertibles. Supongamos sin perder
generalidad que g1 es invertible en Drxs. Entonces g1 P Dzt0u, por lo que g1 P D y por tanto g P k.
Esto implica que en la descomposición original f “ gh, el polinomio g P krxs es invertible.

Ejemplo 2.2.2. Sea f “ x3` x2` 10x` 1 P Zrxs. Por el criterio de la ráız racional, sus únicas
posibles ráıces racionales son ˘1. Se verifica fácilmente que fp˘1q “ 0, luego f no tiene ráıces
racionales. En particular, por la Proposición 2.2.21, al ser f de grado tres, es irreducible en Q
(y como es primitivo, es irreducible también en Z, por el criterio de irreducibilidad de Gauss).

4En muchos textos se llama también a este resultado lema de Gauss.
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Proposición 2.2.26 (Criterio de irreducibilidad de Eisenstein). Sea f “ anx
n ` an´1x

n´1 `

¨ ¨ ¨ ` a1x` a0 P DrXs con an ‰ 0. Supongamos que existe p P D irreducible tal que:

p � a1, . . . , p � an´1,

p ffl an,

p � a0, p
2 ffl a0.

Entonces f es irreducible en krxs.5

Demostración. Supongamos f “ gh P Drxs con g, h P krxs. Veamos que g P kzt0u o h P kzt0u.
Escribamos g “ brx

r ` ¨ ¨ ¨ ` b1x ` b0, h “ csx
s ` ¨ ¨ ¨ ` c1x ` c0, con brcs ‰ 0. Ahora bien,

por hipótesis a0 “ b0c0 es múltiplo de p y no es múltiplo de p2. Podemos suponer entonces sin
pérdida de generalidad que p � b0 y p ffl c0.

Por otra parte, como p ffl an “ brcs, tenemos que br no es múltiplo de p. En particular, existe
i P t0, . . . , ru tal que p � bk para todo k ă i y p ffl bi. Se tiene entonces p ffl bic0 y por tanto
p ffl ai “ bic0 ` bi´1c1 ` ¨ ¨ ¨ ` b1ci´1 ` b0ci. Se deduce que i “ n y por tanto gr phq “ 0, es decir
h P kzt0u.

Ejemplos 2.2.5. 1. f “ x4 ` 2x3 ` 2x2 ` 2x` 2 P Zrxs es irreducible.

2. f “ xn ` p P Zrxs, es irreducible para cualquier primo p P Z. Este ejemplo muestra que
hay polinomios irreducibles en Z de grado arbitrario.

Preservación de la Factorización única

Lema 2.2.27. Sean D un dominio y k su cuerpo de fracciones.

1. Si a P D es primo, entonces es primo en Drxs.

2. Sea f P Drxs es primitivo; si f es primo en krxs entonces es primo en Drxs.

Demostración. 1. Si a � fg, entonces a � cont pfq cont pgq y por tanto a � cont pfq o a �
cont pgq. Se deduce que a � f o a � g.

2. Si f � gh en Drxs, entonces también f � gh en krxs. Supongamos para fijar ideas que f � g
en krxs. Existe entonces ϕ P krxs tal que fϕ “ g. Multiplicando por el denominador común
de los términos de ϕ se obtiene una igualdad en Drxs de la forma fϕ1 “ ag, con a P D.
Tomando contenidos y usando que f es primitivo, se deduce que contpϕ1q “ acontpgq, por
lo que se tiene para cierto h P Drxs, acontpgqhf “ ag en Drxs. Como D es un dominio, se
deduce contpgqhf “ g y por lo tanto f � g en Drxs.

Teorema 2.2.28. Si D es un dominio de factorización única, entonces Drxs también lo es.

Demostración. Sabemos que Drxs es también un dominio. Además, para f P Drxs no nulo y no
invertible se tiene f “ cont pfqf̄ , con f̄ P Drxs no nulo y primitivo.

Sea k “ FracpDq. Como krxs es un dominio de factorización única (pues es un DIP), f̄ ‰ 0
es invertible o se descompone en krxs como producto de irreducibles. Cada irreducible en krxs
es de la forma 1

ahpxq con hpxq P Drxs irreducible en krxs y a P Dzt0u. Se tiene entonces que
si f̄ no es invertible, es de la forma f̄ “ 1

dh1h2 . . . hn con d P Dzt0u, hi P Drxs irreducible en
krxs, para todo i P t1, . . . , nu. Para cada i podemos escribir hi “ cont phiqh

1
i con h1i primitivo.

Se tiene entonces:
5En el práctico 5 aparece como ejercicio opcional una generalización del criterio de Eisenstein a dominios

cualesquiera.
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h1i es primitivo y por tanto irreducible en Drxs, para todo i P t1, . . . , nu,

cont ph1q¨¨¨ cont phnq
d P D es invertible en D,

contpfq se descompone en irreducibles en D y por tanto en Drxs,

f̄ “ cont ph1q¨¨¨ cont phnq
d h11h

1
2 . . . h

1
n,

por lo que f “ cont ph1q¨¨¨ cont phnq
d contpfqh11h

1
2 . . . h

1
n.

Se deduce la existencia de la descomposición factorial en irreducibles.

Para la unicidad, por la Proposición 2.2.6, alcanza con probar que todo irreducible de Drxs
es primo. Sea f P Drxs irreducible.

Si gr pfq “ 0, entonces es claro que f es irreducible como elemento en D y por tanto primo
en D, de lo que se deduce usando el Lema 2.2.27 que es primo en Drxs.

Si gr pfq ą 0, f es irreducible como elemento en krxs y por tanto primo. Se deduce usando
la otra parte del Lema 2.2.27 que es primo en Drxs.

Este último teorema nos permite deducir que Zrxs y krx, ys – krxsrys son dominios de
factorización única (que no son dominios a ideales principales). Más en general, se tiene el
siguiente corolario.

Corolario 2.2.29. Si D es un dominio de factorización única Drx1, x2, . . . , xns también lo es.

Observación 2.2.10. El anillo de polinomios en infinitas variables A “ krx1, x2, . . . , xn, . . . s es
un dominio de factorización única. En efecto, si tomamos un polinomio f P A, existe n P N
tal que f P An “ krx1, . . . , xns y por tanto f se descompone en producto de irreducibles de
An. Es un ejercicio probar que los irreducibles de An son irreducibles en A. Usando argumentos
similares, se prueba que los primos de A son irreducibles, de lo que se deduce la unicidad de la
descomposición.

Este es un ejemplo de dominio de factorización única que no es noetheriano.
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Caṕıtulo 3

Módulos

3.1. Generalidades

Durante todo el caṕıtulo A denotará un anillo cualquiera.

Definición 3.1.1. Un A-módulo a izquierda M es una terna pM,`, 0, ¨q donde

pM,`, 0q es un grupo abeliano,

¨ : A ˆM Ñ M es una función (que llamaremos acción del anillo sobre el módulo) que
verifica, para todo a, b P A, m,n PM :

(1) a ¨ pm` nq “ a ¨m` a ¨ n,

(2) pa` bq ¨m “ a ¨m` b ¨ n,

(3) pabq ¨m “ a ¨ pb ¨mq,

(4) 1A ¨m “ m.

Ejemplo 3.1.1. El anillo A es un A-módulo a izquierda si se considera con la acción regular,
es decir, la acción dada por el producto de A.

Observación 3.1.1. 1. De p1q se deduce que para cada a P A, la función ϕa : M ÑM definida
por ϕapmq “ a ¨m es un morfismo de grupos.

2. El conjunto EndpMq “ tf : M Ñ M | f es morfismo de gruposu es un anillo con la
composición. Las igualdades p2q, p3q y p4q pueden interpretarse como que la función
F : AÑ EndpMq definida por F paq “ ϕa es un morfismo de anillos.1

3. Análogamente se define A-módulo a derecha mediante una acción a derecha M ˆAÑM .

4. Si A “ pA,`, ¨, 0, 1q es un anillo y se considera la operación ¨op : AˆAÑ A definida por
a ¨op b “ b ¨ a, entonces Aop “ pA,`, ¨op, 0, 1q es otro anillo que llamamos anillo opuesto.
Se tiene pAopqop “ A y Aop “ A si y sólo si A es conmutativo. Si pM,`, 0q es un grupo
abeliano y ¨ : AˆM ÑM y ‹ : MˆAop ÑM son dos acciones vinculadas por a¨m “ m‹a,
es fácil ver que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

pM,`, 0, ¨q es un A-módulo a izquierda,

pM,`, 0, ‹q es un Aop-módulo a derecha.

1Es un ejercicio del práctico probar que un A-módulo “es lo mismo” que un morfismo de anillos AÑ EndpMq
donde M es un grupo abeliano.
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En particular si A es conmutativo, todo A-módulo a izquierda es A-módulo a derecha y
rećıprocamente (y en este caso hablaremos sencillamente de A-módulos). Además esto nos
muestra que no perdemos generalidad al demostrar los teoremas para módulos a izquierda.

5. Si M es un A-módulo a izquierda y m P M , entonces 0 ¨m “ 0 y p´1q ¨m “ ´m. En
efecto,

0 ¨m “ p0` 0q ¨m “ 0 ¨m` 0 ¨m y p´1q ¨m` 1 ¨m “ 0 ¨m “ 0.

Veamos más ejemplos.

Ejemplos 3.1.1. 1. Si A “ k es un cuerpo, entonces un k-módulo a izquierda es exactamente
un k-espacio vectorial.

2. Si A es un anillo y consideramos el grupo abeliano An “ tpa1, a2, . . . , anq | ai P Au, se tiene
que An es un MnpAq-módulo a izquierda y también a derecha considerando el producto
usual (a izquierda y a derecha respectivamente) de una matriz por un vector.

3. Si k es un cuerpo y X P Mnpkq, se tiene que el grupo abeliano kn es un krxs-módulo a
izquierda mediante p ¨ v “ ppXqv, donde si p “

řr
i“0 aix

i, se define ppXq “
řr
i“0 aiX

i

(con X0 :“ Idn).

4. Todo grupo abeliano es un Z-módulo. En efecto, si G es un grupo abeliano, la operación
usual Z ˆ G Ñ G, definida por pn, gq ÞÑ ng dota a G de una estructura de Z-módulo.
Además, por definición todo Z-módulo es un grupo abeliano. Esto muestra que un Z-módulo
“es lo mismo” que un grupo abeliano.

5. Si M es un A-módulo a izquierda y S ‰ H es un conjunto, el grupo de funciones MS tiene
estructura de A-módulo a izquierda definiendo pa ¨ ϕqpsq “ a ¨ ϕpsq.

6. Si A es un anillo, entonces Arrxss es un Arxs-módulo donde la acción es la restricción de
la acción regular de Arrxss, con la identificación Arxs Ă Arrxss.

7. (Para los que cursaron Cálculo 3). Sea X una variedad diferenciable. Notemos C8pXq al
anillo de las funciones diferenciables X Ñ R con las operaciones punto a punto. El conjunto
de las n-formas diferenciales en X, notado ΩnpXq, es un C8pXq-módulo: si f P C8pXq y
ω P ΩnpXq, se define f ¨ ω como pf ¨ ωqppq “ fppqωppq para todo p P X.

A partir de ahora, salvo mención expĺıcita, M será un A-módulo a izquierda. Es claro que los
enunciados para A-módulos a izquierda tendrán su versión para A-módulos a derecha, a partir de
la observación 3.1.1.4. Además, a menudo notaremos am en lugar de a ¨m, para a P A,m PM .

Definición 3.1.2. Sea M un A-módulo. Un subconjunto N ĎM se dice submódulo de M si :

(1) 0 P N ,

(2) x` y P N para todo x, y P N ,

(3) an P N para todo a P A,n P N .

Observación 3.1.2. 1. Es un ejercicio sencillo verificar que son equivalentes, para un A-módulo
M y un subconjunto N ĎM :

N es un submódulo de M ,

N es un subgrupo de M que es A-estable (es decir, que cumple (3)),
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N con las operaciones de M restringidas a N es un A-módulo.

2. En el caso particular en que se considera A como A-módulo a izquierda con la acción
regular, un subconjunto N Ď A es un submódulo si y sólo si es un ideal a izquierda. Si
además A es conmutativo, entonces los submódulos son los ideales biláteros.

3. t0u y M son submódulos de M y se dicen triviales.

Definición 3.1.3. Sean M y N A-módulos. Una función f : M Ñ N es un morfismo de
A-módulos, o simplemente A-lineal si verifica:

(1) fpm` nq “ fpmq ` fpnq para todo m,n PM ,

(2) fpa ¨mq “ a ¨ fpmq para todo a P A,m PM .

Si f es inyectivo o sobreyectivo, se dice que es respectivamente un monomorfismo o un
epimorfismo de A-módulos.

Si f : M Ñ N es un morfismo de A-módulos inyectivo y sobreyectivo, se dice que es un
isomorfismo de A-módulos y que M y N son A-módulos isomorfos o isomorfos via f .

Si f : M ÑM se dice que es un endomorfismo. Notamos EndApMq al conjunto de endomor-
fismos de M .

Observación 3.1.3. 1. Un morfismo de A-módulos en particular es morfismo de grupos (abe-
lianos).

2. Si A “ k es un cuerpo, entonces un morfismo de k-módulos es exactamente una transfor-
mación k-lineal.

3. Se verifica fácilmente que la composición de morfismos de A-módulos es un morfismo de
A-módulos, y que la identidad también lo es. En particular EndApMq es un anillo con la
suma punto a punto y la composición.

4. Si f es un isomorfismo y g : N ÑM es su inversa, entonces g también es un morfismo de
A-módulos.

Proposición 3.1.1. Sea f : M Ñ N morfismo de módulos. Si H Ď N es un submódulo,
entonces f´1pHq ĎM también lo es. Si K ĎM es un submódulo, entonces fpKq Ď N también
lo es. En particular, Ker f “ f´1pt0uq ĎM e Im f “ fpMq Ď N son submódulos.

Demostración. Sea H Ď N . Sabemos que f´1pHq ďM . Además, si x P f´1pHq y a P A se tiene
fpaxq “ afpxq P H porque fpxq P H que es un submódulo. Se deduce que ax P f´1pHq.

Por otra parte, si K Ď M , sabemos que fpKq ď N . Además, si x P K y a P A, afpxq “
fpaxq P fpKq porque ax P K por ser éste un submódulo.

Definición 3.1.4 (Producto directo y suma directa). Sean I un conjunto no vaćıo y tMiuiPI

una familia de A-módulos. El producto directo de tMiuiPI es el producto cartesiano
ś

iPI

Mi con

las operaciones

pmiqiPI ` pniqiPI “ pmi ` niqiPI , apmiqiPI “ pamiqiPI ,

para todo a P A, pmiqiPI , pniqiPI P
ś

iPI

Mi. Es fácil verificar que
ś

iPI

Mi con estas operaciones es

un A-módulo.
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Para cada m P
ś

iPI

Mi, se define el soporte de m, soppmq “ tj P I | mj ‰ 0u, y es fácil ver

que el subconjunto
#

m P
ź

iPI

Mi | soppmq es finito

+

es un submódulo de
ś

iPI

Mi. Lo denotamos
À

iPI

Mi y lo llamamos suma directa (o suma directa

externa, como haćıamos en grupos) de la familia.

Observación 3.1.4. 1. Si en la definición de arriba el conjunto I es finito, la suma directa y
el producto directo coinciden.

2. Las proyecciones naturales pj :
ś

iPI

Mi Ñ Mj definidas por pj ppmiqiPIq “ mj son epi-

morfismos de módulos y las inyecciones naturales ιj : Mj Ñ
À

iPI

Mi definidas mediante

pιjpmqqi “

"

m si i “ j
0 si no

son monomorfismos de módulos.

Los pares

ˆ

ś

iPI

Mi, ppiqiPI

˙

y

ˆ

À

iPI

Mi, pιiqiPI

˙

verifican propiedades universales que presen-

tamos a continuación.

Proposición 3.1.2 (Propiedad universal de la suma directa y del producto directo). 2 Sea
tMiuiPI una familia de A-módulos.

1. Dados un A-módulo N y una familia de morfismos de A-módulos tfi : N ÑMiuiPI , existe
un único morfismo de A-módulos ϕ : N Ñ

ś

iPI

Mi que hace conmutar la siguiente familia

de diagramas, para todo j P I:
ś

iPI

Mi
pj
//Mj

N

ϕ

OO

fj

==

2. Dados un A-módulo N y una familia de morfismos de A-módulos tfi : Mi Ñ NuiPI , existe
un único morfismo de A-módulos ψ :

À

iPI

Mi Ñ N que hace conmutar la siguiente familia

de diagramas, para todo j P I:

Mj
ιj
//

fj
""

À

iPI

Mi

ψ
��

N

Demostración. Para el producto directo, es fácil ver que la única posible función está dada por
fpnqi “ fipnq para todo n P N y que esto define un morfismo de módulos.

Para la suma directa, es fácil ver que la única posible función está dada por
f ppmiqiPIq “

ř

iPI

fipmiq y que esto define un morfismo de módulos.

Es fácil probar que la intersección de una familia no vaćıa de submódulos es un submódulo,
lo que posibilita la siguiente definición.

2Es un ejercicio del práctico 6 probar que las propiedades universales caracterizan al producto directo y a la
suma directa, en el sentido que cualquier otro par que la satisfaga va a ser naturalmente isomorfo a estos.
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Definición 3.1.5 (Submódulo generado). Sea M un A-módulo y S Ď M un subconjunto. El
submódulo generado por S es xSy :“

Ş

tN | N es submódulo de M,N Ě Su.

Observación 3.1.5. 1. Si S ĎM es un subconjunto y N ĎM es un submódulo que contiene
a S, entonces N contiene a xSy. En otras palabras el submódulo generado por S es el
menor (con respecto a Ď) entre los submódulos de M que contienen a S.

2. Si S “ H, entonces xSy “ t0u.

3. Si S ‰ H, xSy “

"

ř

iPI

aimi | I es un conjunto finito, ai P A, mi P S @i P I

*

.

Definición 3.1.6. Sea M un A-módulo y S ĎM un subconjunto. Si M “ xSy, decimos que S
es un generador de M , o que S genera a M . Si existe S ĎM generador finito, decimos que M
está finitamente generado.

En el caso particular en que existe m P M tal que tmu genera M , se dice que M es un
A-módulo ćıclico y se nota M “ Am.

Definición 3.1.7. Sea M un A-módulo y tMiuiPI una familia de submódulos de M . Se define
la suma de los submódulos Mi como

ÿ

iPI

Mi “

C

ď

iPI

Mi

G

Observación 3.1.6. 1. Es claro que
ř

iPI

Mi “

"

ř

iPI

mi | I es un conjunto finito,mi PMi,@i P I

*

.

2. A partir de las inclusiones incj : Mj Ñ M y usando la propiedad universal de la suma
directa, se tiene un (único) morfismo ϕ :

À

iPI

Mi Ñ
ř

iPI

Mi tal que ϕ ˝ ιj “ incj . Además ϕ

resulta sobreyectivo. Notar que expĺıcitamente ϕ ppmiqiPIq “
ř

iPI mi.

3. Si ϕ es inyectivo, la suma es isomorfa a la suma directa y se dice que la suma es directa.
En este caso, cada m P

ř

iPI

Mi se puede escribir de manera única como una suma finita de

mi PMi. De hecho, son equivalentes las siguientes afirmaciones para una familia tMiuiPI

de submódulos de M .

a)
À

iPI

Mi –
ř

iPI

Mi via ϕ,

b) Para cada m P
ř

iPI

Mi, existe una única familia tmi PMi | i P Iu de soporte finito tal

que m “
ř

i
mi,

c) Mi X
ř

j‰i
Mj “ t0u para todo i P I.

(La prueba es análoga a la que se hace para espacios vectoriales).

La noción de grupo cociente en grupos abelianos se extiende al contexto de A-módulos. En
efecto, si N Ď M es un submódulo, como en particular es un subgrupo, se tiene que M

N es un
grupo abeliano. El siguiente lema asegura que la acción de A induce una acción en el cociente.

Lema 3.1.3. Sean M un A-módulo, N Ď M un submódulo, a P A,m,m1 P M . Si
m ” m1 pmód Nq entonces am ” am1 pmód Nq.

44



Demostración. En efecto, si m ´m1 P N , entonces am ´ am1 “ apm ´m1q P N por ser N un
submódulo.

A partir del lema, es claro que está bien definir la operación ¨ : A ˆ M
N Ñ M

N , a ¨m “ am.
Se obtiene una estructura de A-módulo en el cociente M

N y un epimorfismo de A-módulos
πN : M Ñ M

N , que verifican la siguiente propiedad universal:

Teorema 3.1.4 (Propiedad universal del cociente). Sea f : M ÑM 1 un morfismo de A-módulos
y sea N ĎM un submódulo. Si N Ď Ker f , entonces existe un único morfismo f̂ : MN ÑM 1 que
hace conmutar el siguiente diagrama:

M
f
//

πN
��

M 1

M
N

f̂

>>

Además, se tiene Im f̂ “ Im f y Ker f̂ “ Ker f
N .

Demostración. Sabemos que existe un único morfismo de grupos que hace conmutar el diagrama
y verifica las condiciones en el núcleo y la imagen. Es inmediato verificar que dicho morfismo
preserva la acción.

Al igual que en grupos abelianos, se deducen los siguientes resultados conocidos como
teoremas de isomorfismo.

Corolario 3.1.5 (Teoremas de isomorfismo). Sea M un A-módulo.

1. Si f : M Ñ N es un morfismo de A-módulos, entonces M
Ker f – Im f .

2. Si H,K ĎM son submódulos, entonces H`K
H – K

HXK .

3. Si H Ď K ĎM son dos a dos submódulos, entonces M{H
K{H – M

K .

4. Si f : M Ñ N es un morfismo de A-módulos, y H Ď M,K Ď N son submódulos con
fpHq Ď K, entonces existe un único morfismo de A-módulos f̃ : M

H Ñ N
K que hace

conmutar el siguiente diagrama:

M

πH
��

f
// N

πK
��

M
H f̃

// N
K

Demostración. Para 1, 2 y 3, ya sabemos que hay un isomorfismo de grupos. Basta verificar que
preserva la acción. Para 4, ya sabemos que hay un tal morfismo de A-módulos. De nuevo, basta
verificar que preserva la acción.

Teorema 3.1.6. Sean M un módulo y N Ď M un submódulo. Existe una correspondencia
biyectiva entre los conjuntos:

F1 “

"

L Ď
M

N
submódulo

*

y F2 “ tK ĎM submódulo | K Ě Nu

que preserva la inclusión.

Demostración. La prueba del resultado análogo para grupos puede adaptarse fácilmente a este
contexto, usando la proposición 3.1.1.
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3.2. Dependencia lineal en módulos

Definición 3.2.1. Sea M un A-módulo. Sea S Ď M un subconjunto. Decimos que S es
linealmente dependiente si existen m1, . . . ,mk P S y a1, . . . , ak P A con algún ai ‰ 0 tales que
k
ř

i“1
aimi “ 0. Una tal suma se denomina combinación lineal de m1, . . . ,mk.

Decimos que S es linealmente independiente si no es linealmente dependiente.

Observación 3.2.1. 1. S “ H es linealmente independiente.

2. S es linealmente independiente si y sólo si para todo m1, . . . ,mk P S y a1, . . . , ak P A

tales que
k
ř

i“1
aimi “ 0 se tiene que ai “ 0 para todo i “ 1, . . . , n. Es decir, si la única

combinación lineal nula es la trivial.

3. Si S “ tm1, . . . ,mku Ă M es tal un mi es combinación lineal de los otros, entonces S
es linealmente dependiente. El rećıproco, válido si M es un espacio vectorial (o más en
general, si A es un anillo con división), no es cierto en general.

En efecto, tomemos A “ Z,M “ Z con la acción regular, y p, q P Z coprimos, con p, q ě 2.
Entonces qp ` p´pqq “ 0 es una combinación lineal no trivial de p y q, luego tp, qu es
linealmente dependiente. Sin embargo p R qZ y q R pZ.

Definición 3.2.2. Sea M un A-módulo, y B ĎM un subconjunto. Decimos que B es una base
de M si es linealmente independiente y generador de M . Si M admite una base, diremos que es
un módulo libre.

Observación 3.2.2. Sea ϕ : M Ñ N un mapa A-lineal. Es fácil probar (y es la misma prueba
de álgebra lineal) que si ϕ es sobreyectiva entonces lleva generadores en generadores y que si
ϕ es inyectiva entonces lleva conjuntos linealmente independientes en conjuntos linealmente
independientes.

En particular, un isomorfismo lleva bases en bases, y por lo tanto “ser libre” es invariante
bajo isomorfismos.

Ejemplos 3.2.1. 1. Si M “ V es un espacio vectorial sobre un cuerpo k, entonces M es
libre.

2. El conjunto B “ t1, x, x2, . . . u es base de Arxs como A-módulo.

3. Sea n ě 2: consideremos Zn como Z-módulo. Sea S “ tau Ă Zn. Tenemos que na “ na “ 0
con n ‰ 0, luego tSu no es linealmente independiente. En particular, Zn no admite ninguna
base.

4. Todo anillo como módulo sobre śı mismo es libre, con base t1u.

5. En particular, Zn es libre como Zn-módulo, pero no lo es como Z-módulo (ejemplo 3.2.13).

6. An es libre para todo n P N.

7. Z3 » N “ t0, 2, 4u Ă Z6 es un Z6-submódulo que no es libre (de hecho, N “ x2y).

8. Z como Z-módulo: t1u es base, y t2u (que tiene el mismo cardinal) es linealmente inde-
pendiente pero no es base, y tampoco se puede completar a una base. También: t2, 3u es
un generador que no está contenido en una base ni contiene a una.
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Definición 3.2.3. Sea M un A-módulo. Definimos:

µpMq :“ ı́nft#S : S ĂM,M “ xSyu

Observación 3.2.3. µpMq ă 8 ðñ M es finitamente generado.

Ejemplo 3.2.1. Sea k un cuerpo, y A “ M “ krx1, . . . , xn, . . . s el anillo de polinomios en
infinitas variables con coeficientes en k, considerado como módulo sobre śı mismo con la acción
regular. Tenemos M “ t1u, luego µpMq “ 1. Sin embargo, el ideal I “ px1, . . . , xn, . . . q es un
submódulo de M tal que µpIq “ 8.

Este ejemplo muestra que un submódulo de un módulo finitamente generado puede no ser
finitamente generado.

La siguiente proposición muestra un resultado afirmativo en el mismo sentido.

Proposición 3.2.1. Sea M un A-módulo y N ĎM un submódulo. Se tiene:

1. µpMq ă 8 ñ µpM{Nq ă 8

2. µpNq ă 8 y µpM{Nq ă 8 ñ µpMq ă 8 . Además µpMq ď µpNq ` µpM{Nq.

Demostración. 1. Consideremos el morfismo sobreyectivo π : M ÑM{N . SiM “ xm1, . . . ,mky,
entonces por la observación 3.2.2, se tiene que M{N “ xπpm1q, . . . , πpmkqy.

2. Basta probar que existe un generador deM con µpNq`µpM{Nq elementos. Sea tn1, . . . , nku
un generador de N con µpNq elementos, y tπpm1q, . . . , πpmrqu un generador de M{N con
µpM{Nq elementos. Veamos que X “ tn1, . . . , nk,m1, . . . ,mru es un generador de M . Sea
m PM .

πpmq “
r
ÿ

j“1

bjπpmjq “ π

˜

r
ÿ

j“1

bjmj

¸

ñ π

˜

m´
r
ÿ

j“1

bjmj

¸

“ 0

para ciertos bj P A, de donde m´
řr
j“1 bjmj P kerπ “ N . Por lo tanto

m´
r
ÿ

j“1

bjmj “

k
ÿ

i“1

aini ñ m “

r
ÿ

j“1

bjmj `

k
ÿ

i“1

aini

para ciertos ai P A, y por lo tanto m P xXy.

Definición 3.2.4. Sea M un A-módulo, S ĂM un subconjunto. El anulador de S es

AnnpSq :“ ta P A : as “ 0 @s P Su

Si S “ tm1, . . . ,mku escribiremos AnnpSq “ Annpm1, . . . ,mkq.

Observación 3.2.4. Sea S “ tmu, para algún m PM . Tenemos un morfismo ϕ : AÑM , a ÞÑ am.
Se tiene que Im ϕ “ Am y kerϕ “ Annpmq. Por lo tanto A{Annpmq – Am.

Observar además que tmu es linealmente independiente si y sólo si Annpmq “ t0u.

Observación 3.2.5. Sea S “ tmiuiPI ĂM un subconjunto linealmente independiente. Entonces
xSy “

À

iPI

Ami. En efecto, por definición, xSy “
ř

iPI

Ami. Además la suma es directa, pues si

x1`¨ ¨ ¨`xk “ 0 con xi P Ami, entonces xi “ aimi para ciertos ai. Resulta a1m1`¨ ¨ ¨`akmk “ 0;
de la independencia lineal de S se deduce que ai “ 0 para todo i, y por lo tanto xi “ 0 para
todo i.
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Teorema 3.2.2. Sea M un A-módulo. Son equivalentes:

1. M es libre,

2. Existe B ĂM tal que M “
À

mPB
Am (suma directa interna) con Am – A para todo m P B,

3. Existe una familia F tal que M –
À

iPF
Ai con Ai “ A para todo i P F .

Demostración. (1 ñ 2) Sea B base de M . Entonces M “ xBy “
À

mPB
Am en virtud de la

observación 3.2.5. Ahora, como B es linealmente independiente, Annpmq “ t0u para todo m P B,
y por lo tanto A – A{Annpmq – Am en virtud de la observación 3.2.4.

(2 ñ 3) Obvio.
(3 ñ 1) La imagen en M de la base canónica de

À

iPF
A es una base de M .

La siguiente proposición, como en espacios vectoriales, muestra que para definir una trans-
formación lineal desde un módulo libre, basta definirla en una base.

Proposición 3.2.3 (Propiedad universal del módulo libre). Sea M un A-módulo libre con base
B ĎM , y N un A-módulo. Si f : B Ñ N es una función, entonces existe un único morfismo de
A-módulos ϕ : M Ñ N tal que ϕ|B “ f , i.e. que hace conmutar el siguiente diagrama:

B� _

��

f
// N

M

ϕ

>>

Demostración. Sabemos que M “
À

mPB
Am. La función f induce morfismos de A-módulos

AmÑ N , am ÞÑ afpmq. Por la propiedad universal de la suma directa, existe una única ϕ como
la que buscamos.

Proposición 3.2.4. Sea M un A-módulo libre con base B ĎM . Si M es finitamente generado,
entonces #B ă 8.

Demostración. Como M es finitamente generado, existen m1, . . . ,mk P M tales que M “

xm1, . . . ,mky. Cada mi es combinación lineal de un número finito de elementos de B, entonces
existen e1, . . . , er P B tales que mi P xe1, . . . , ery para todo i “ 1, . . . , k.

Por lo tanto M “ xm1, . . . ,mky Ă xe1, . . . , ery, luego B “ te1, . . . , eru, pues B es linealmente
independiente. En efecto, si existiera er`1 P B distinto de los anteriores, entonces se escribiŕıa
como combinación lineal de te1, . . . , eru, contradiciendo la independencia lineal de B.

Teorema 3.2.5. Sea M un A-módulo libre que admite una base B infinita. Entonces toda base
de M es infinita.

Demostración. Supongamos que C es una base finita de M . Alcanzan finitos elementos de B
para generar cada uno de los elementos de C, y por lo tanto alcanza con un subconjunto finito
B1 Ď B para generar C. Se deduce que B1 Ď B es un generador finito de M . Como B es infinito,
existe x P BzB1. Pero x está generado por B1, de donde el conjunto B1 Y txu es linealmente
dependiente y está incluido en B, lo que contradice que B sea base.
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Observación 3.2.6. El lector familiarizado con la teoŕıa de conjuntos y cardinales podrá observar
que la prueba de arriba puede extenderse para deducir el siguiente resultado, más fuerte que el
teorema 3.2.5:

Sea M un A-módulo libre que admite una base B de cardinal infinito. Entonces toda base de
M tiene cardinal #B.

Corolario 3.2.6. Sea A un anillo con división y M un A-módulo. Entonces todas las bases de
M tienen el mismo cardinal.

Demostración. Observar primero que si A es un anillo con división, todo A-módulo es libre.
Además, son equivalentes:

1. B es un conjunto linealmente independiente maximal,

2. B es un conjunto generador minimal,

3. B es base.

En efecto, analizando la demostración de este teorema hecha para espacios vectoriales en el
curso de álgebra lineal se observa que la hipótesis de conmutatividad es superflua.
Sea B base de M . Si #B “ 8, el resultado se sigue del teorema. Si #B ă 8, la demostración
es la misma del curso de álgebra lineal: si S ĎM es generador, se prueba que #S ě #B.

Definición 3.2.5. Un anillo A tiene número de base invariante, abreviado NBI, si para todo
A-módulo libre M , dos bases de M tienen el mismo cardinal.

Si A tiene NBI y M es un A-módulo libre, el rango de M es rgM :“ #B para alguna base
B de M .

Ejemplos 3.2.2. 1. El corolario 3.2.6 afirma que todo anillo con división tiene NBI.

2. rgpAnq “ n.

Observación 3.2.7. Dado un anillo A, para verificar si tiene NBI basta hacerlo en módulos libres
que no admiten bases infinitas, en virtud de la observación 3.2.6. Por lo tanto, A tiene NBI si y
sólo si cada vez que An – Am se tiene n “ m.

Nos dirigimos a probar que todo anillo conmutativo tiene NBI. Para ello, probamos primero
un

Lema 3.2.7. Sean A un anillo conmutativo e I un ideal de A. Si M es un A-módulo libre de
base B “ tmiuiPI , entonces M{IM es un A{I-módulo libre de base B “ tmiuiPI .

Demostración. El ejercicio 10 del práctico 6 nos da que IM “

"

n
ř

i“1
aini | ai P I, ni PM,n P Z`

*

es un submódulo de M , y que M{IM es un A{I-módulo, con la acción a ¨m “ am.
Veamos que B es generador:3 dado m P M{IM , como m P M se tiene

m “
ř

iPI

aimi para ciertos ai P A nulos salvo una cantidad finita. Entonces:

m “
ÿ

iPI

aimi “
ÿ

iPI

ai mi

3No podemos decir que sea generador al ser πpBq y ser B una base, pues π : M ÑM{IM sólo es un morfismo
de grupos abelianos: M es un A-módulo mientras que M{IM es un A{I-módulo.
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Veamos ahora que B es linealmente independiente: sea
ř

iPI

ai mi “ 0 en M{IM , donde ai P A{I

son nulos salvo una cantidad finita. Entonces:

ÿ

iPI

aimi “ 0 ñ
ÿ

iPI

aimi P IM ñ
ÿ

iPI

aimi “

r
ÿ

j“1

bjxj “
r
ÿ

j“1

bj
ÿ

nPI

cjnmn

para ciertos bj P I, xj PM ; y cjn P A nulos salvo una cantidad finita. Por lo tanto,

ÿ

iPI

aimi “
ÿ

nPI

αnPI
˜

r
ÿ

j“1

bjcjn

¸

mn ñ
ÿ

iPI

pai ´ αiqmi “ 0

Como B es linealmente independiente, entonces ai “ αi P I para todo i, luego ai “ 0 en A{I,
para todo i.

Teorema 3.2.8. Todo anillo conmutativo tiene NBI.

Demostración. Consideremos I ideal maximal en un anillo conmutativo A. Al ser A conmutativo,
resulta A{I un cuerpo, luego M{IM es un A{I-espacio vectorial, de donde todas sus bases tienen
el mismo cardinal. Basta probar entonces que toda A-base de M tiene el mismo cardinal que
una A{I-base de M{IM , que es lo que probamos en el lema previo.

3.3. Sucesiones exactas cortas

Durante todo el caṕıtulo A denotará un anillo cualquiera.

Definición 3.3.1. Sean M1,M2,M3 A-módulos, ϕ1, ϕ2 morfismos de A-módulos.

Decimos que 0 //M1
ϕ1
//M2

ϕ2
//M3

// 0 es una sucesión exacta corta (de A-módulos)
si y sólo si se cumplen las siguientes condiciones:

ϕ1 es un monomorfismo,

ϕ2 es un epimorfismo,

Im ϕ1 “ Kerϕ2.

Ejemplos 3.3.1. 1. Dados M un A-módulo y N ĂM un submódulo,

0 // N �
�

//M
π //M{N // 0

es una sucesión exacta corta.

2. Más en general, si ϕ : M1 ÑM2 es un morfismo de A-módulos, entonces

0 // Kerϕ �
�

//M1
ϕ
// Im ϕ // 0

es una sucesión exacta corta.

3. Sean M1,M2 dos A-módulos y ι : M1 Ñ M1 ‘M2, p : M1 ‘M2 Ñ M2 la inyección y la
proyección canónica respectivamente. Entonces

0 //M1
ι //M1 ‘M2

p
//M2

// 0

es una sucesión exacta corta.
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Lema 3.3.1 (Lema de los tres). 4 Consideremos el siguiente diagrama conmutativo cuyas filas
son sucesiones exactas cortas:

0 //M
ϕ
//

α
��

N
ψ
//

β
��

P //

γ
��

0

0 //M 1 ϕ1
// N 1

ψ1
// P 1 // 0

1. Si α y γ son inyectivas, entonces β es inyectiva.

2. Si α y γ son sobreyectivas, entonces β es sobreyectiva.

3. Si α y γ son isomorfismos, entonces β es un isomorfismo.

Demostración. 5

1. Sea n P N tal que βpnq “ 0.
0 “ ψ1pβpnqq “ γpψpnqq

por conmutatividad del cuadrado derecho. Luego ψpnq “ 0 pues γ es inyectiva. Entonces
n P Kerψ “ Im ϕ por exactitud de la fila de arriba. Por lo tanto existe m P M tal que
ϕpmq “ n.

0 “ βpnq “ βpϕpmqq “ ϕ1pαpmqq

por conmutatividad del cuadrado izquierdo. Luego αpmq “ 0 pues ϕ1 es inyectiva. Entonces
m “ 0 pues α es inyectiva, de donde ϕpmq “ n “ 0. En conclusión, β es inyectiva.

2. Sea n1 P N 1. Se tiene que ψ1pn1q P P 1, luego como γ es sobreyectiva, existe p P P tal que
γppq “ ψ1pn1q. Como ψ es sobreyectiva, existe n P N tal que ψpnq “ p. Considero βpnq´n1:

ψ1pβpnq ´ n1q “ ψ1pβpnqq ´ ψ1pn1q “ γpψpnqq ´ ψ1pn1q “ γppq ´ ψ1pn1q “ 0

por conmutatividad del cuadrado derecho. Entonces βpnq ´ n1 P Kerψ1 “ Im ϕ1 por
exactitud de la fila de abajo. Por lo tanto existe m1 PM 1 tal que ϕ1pm1q “ βpnq´n1. Como
α es sobre, existe m PM tal que αpmq “ m1.

βpϕpmqq “ ϕ1pαpmqq “ ϕ1pm1q “ βpnq ´ n1

por conmutatividad del cuadrado izquierdo, luego n1 “ βpn ´ ϕpmqq, y n1 P Im β. En
conclusión, β es sobreyectiva.

3. Es consecuencia directa de las dos partes anteriores.

Definición 3.3.2. Dos sucesiones exactas cortas 0 //M
ϕ
// N

ψ
// P // 0 y

0 //M 1 ϕ1
// N 1

ψ1
// P 1 // 0 son isomorfas si existe un diagrama conmutativo

0 //M
ϕ
//

α
��

N
ψ
//

β
��

P //

γ
��

0

0 //M 1 ϕ1
// N 1

ψ1
// P 1 // 0

con α, β y γ isomorfismos.

4Este lema se generaliza al que se conoce como lema de los cinco.
5Esta demostración es un ejemplo arquet́ıpico de diagram chasing.
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Dos sucesiones exactas cortas 0 //M
ϕ
// N

ψ
// P // 0 y

0 //M
ϕ1
// N 1

ψ1
// P // 0 son equivalentes si existe un isomorfismo β : N Ñ N 1

que hace conmutar el siguiente diagrama:

0 //M
ϕ
//

idM
��

N
ψ
//

β
��

P //

id P
��

0

0 //M
ϕ1
// N 1

ψ1
// P // 0

Observación 3.3.1. Toda sucesión exacta corta 0 //M
ϕ
// N

ψ
// P // 0 es isomorfa

a una como la del ejemplo 3.3.1.1: en efecto,

0 //M
ϕ
//

–

��

N
ψ

//

“

��

P //

–

��

0

0 // Im ϕ �
�

// N
π // N{ Im ϕ // 0

Proposición 3.3.2. Consideremos una sucesión exacta corta E : 0 //M
ϕ
// N

ψ
// P // 0 .

Son equivalentes:

1. Existe un morfismo ν : P Ñ N tal que ψ ˝ ν “ id P , 0 //M
ϕ
// N

ψ
// P

ν

aa
// 0

2. Existe un morfismo η : N ÑM tal que η ˝ ϕ “ idM , 0 //M
ϕ
// N

η

aa

ψ
// P // 0

3. La sucesión E es equivalente a la sucesión exacta corta 0 //M
ιM //M ‘ P

πP // P // 0 .
Es decir, existe un isomorfismo β : N ÑM ‘P que hace conmutar el siguiente diagrama:

0 //M
ϕ

//

idM
��

N
ψ

//

β
��

P //

id P
��

0

0 //M
ιM //M ‘ P

πP // P // 0

Demostración. (1 ñ 3) Tenemos ν : P Ñ N tal que ψ ˝ ν “ id P . La propiedad universal de
la suma directa nos dice que existe un único δ : M ‘ P Ñ N que hace conmutar el siguiente
diagrama:

M
ιM //

ϕ
$$

M ‘ P

δ
��

P
ιPoo

ν
{{

N

En vista del lema 3.3.1, δ debe ser un isomorfismo. El isomorfismo β buscado es δ´1.

(2 ñ 3) Tenemos η : N Ñ M tal que η ˝ ϕ “ idM . Como la suma directa y el producto
directo coinciden para un conjunto de ı́ndices finito, podemos usar la propiedad universal del
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producto directo. Por lo tanto, existe una única β : N ÑM ‘P que hace conmutar el siguiente
diagrama:

M M ‘ P
πP //

πMoo P

N

η

dd

β

OO

ψ

;;

Por el lema 3.3.1, β es el isomorfismo buscado.

(3 ñ 1) Sea ν “ β´1 ˝ ιP . Entonces, por conmutatividad del cuadrado derecho:

ψ ˝ ν “ πP ˝ β ˝ β
´1 ˝ ιP “ πP ˝ ιP “ idP

(3 ñ 2) Sea ν “ πM ˝ β. Entonces, por conmutatividad del diagrama izquierdo,

η ˝ ϕ “ πM ˝ β ˝ ϕ “ πM ˝ ιM “ idM

Observación 3.3.2. 1. La condición 3 no sólo expresa que N –M‘P , sino que el isomorfismo
hace conmutar dos cuadrados, lo cual es más fuerte (ver ejercicio 7 del práctico 7).

2. De la demostración de p1 ñ 3q se desprende que, si 0 //M
ϕ
// N

ψ
// P

ν

aa
// 0

es una sucesión exacta corta que “se escinde via ν”, entonces tenemos que el morfismo
δ : M ‘ P Ñ N definido por δpm, pq “ ϕpmq ` νppq es un isomorfismo. Además Im ϕ ‘
Im ν “ N , e Im ν – P .

Análoga observación vale para la escisión via η.

Definición 3.3.3. Diremos que una sucesión exacta corta se escinde si satisface la proposición
anterior.

Ejemplo 3.3.1. Toda sucesión exacta corta E : 0 //M
ϕ
// N

ψ
// L // 0 , con L libre

se escinde. En efecto, alcanza con definir ν en una base de L y, usando la propiedad universal
para módulos libres, extenderla a L.
En particular, toda sucesión exacta corta de espacios vectoriales se escinde.

3.4. Producto tensorial

3.4.1. Algo más sobre módulos libres

Definición 3.4.1. El A-módulo libre generado por un conjunto S es LApSq “
À

iPS

Ai donde

Ai “ A para todo i P S, considerado como A-módulo con la acción regular. Expĺıcitamente,

LApSq “ tf : S Ñ A : f función, soppfq finitou

Observación 3.4.1. 1. Si A no es el anillo trivial y s P S, la función indicatriz de s es

χsptq : S Ñ A, definida como χsptq “

#

1 si t “ s

0 si t ‰ s
. Observar que χs P LApSq y que la

función S Ñ LApSq, s ÞÑ χs es inyectiva, luego podemos pensar S Ă LApSq.

2. Dado f P LApSq, se tiene que f “
ř

iPS

fpiqχi “
ř

iPS

fpiqi donde en la última igualdad ya

hicimos la identificación recién descrita.

Esto muestra que S (formalmente, la copia de S en LApSq) es generador de LApSq como
A-módulo.
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3. Además S es linealmente independiente:

n
ÿ

i“1

aiχi “ 0 ðñ

n
ÿ

i“1

aiχipjq “ 0 @j P S ðñ ai “ 0 @i “ 1, . . . , n

Por lo tanto LApSq es un A-módulo libre con base S, justificando su denominación.

Corolario 3.4.1. Todo A-módulo M es cociente de uno libre.

Demostración. Sean M un A-módulo y S Ď M un generador de M (por ejemplo S “ M).
Entonces por la propiedad universal del A-módulo libre con base S, existe una única ϕ que hace
conmutar el siguiente diagrama:

S� _

��

� � inc //M

LApSq

ϕ

;;

Es decir, ϕpsq “ s para todo s P S. Se tiene que ϕ es sobreyectiva, pues dado m PM ,

m “

k
ÿ

i“1

aisi “
k
ÿ

i“1

aiϕpsiq “ ϕ

˜

k
ÿ

i“1

aisi

¸

Por lo tanto M »
LApSq
kerϕ .

3.4.2. Producto tensorial

El producto tensorial es una construcción que permite llevar el álgebra multilineal al con-
texto lineal. Más en concreto, el producto tensorial de A-módulos permite pensar funciones
A-bilineales (y más en general A-multilineales) como funciones A-lineales (es decir, como mor-
fismos de A-módulos).

Asumiremos para el resto del caṕıtulo que A es conmutativo.

Definición 3.4.2. Sean A un anillo conmutativo, M y N dos A-módulos. El producto tensorial
entre M y N se define como el A-módulo

M bA N :“
LApM ˆNq

T

donde T es el submódulo de LApM ˆNq generado por los elementos

1) pam, nq ´ apm,nq,

2) pm, anq ´ apm,nq,

3) pm,nq ` pm,n1q ´ pm,n` n1q,

4) pm,nq ` pm1, nq ´ pm`m1, nq,

donde m,m1 PM,n, n1 P N, a P A.
Notamos m b n a la clase de pm,nq y llamamos a estos elementos tensores elementales.

Además, definimos θ : M ˆN ÑM bA N como θpm,nq :“ mb n para todo m PM , n P N . Es

decir, θ es la composición M ˆN �
�

// LApM ˆNq
π //M bA N .
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Observación 3.4.2. 1. Todo elemento de M bA N es suma finita de tensores elementales: en
efecto, si x PM bA N , entonces:

x “ π

˜

r,s
ÿ

i,j“1

aijpmi, njq

¸

“ π

˜

r,s
ÿ

i,j“1

aijιpmi, njq

¸

“

r,s
ÿ

i,j“1

aijθpmi, njq

1q
“

s
ÿ

j“1

r
ÿ

i“1

aijmi b nj
4q
“

s
ÿ

j“1

:“m1iPM

˜

r
ÿ

i“1

aijmi

¸

bnj “
s
ÿ

j“1

m1j b nj

En particular, si ϕ,ψ : M bA N Ñ U son morfismos de A-módulos, entonces se cumple
que ϕ “ ψ si y sólo si ϕpmb nq “ ψpmb nq para todo m PM,n P N .

2. No es cierto que todo elemento de M bA N sea de la forma mb n.

3. Los tensores elementales no son linealmente independientes. En efecto, se tiene por ejemplo
mb n`mb n1 “ mb pn` n1q.

4. 0M b n “ 0MbAN “ mb 0N para todo m PM,n P N .

5. El submódulo T puede ser muy grande; más aún, puede ser todo LApMˆNq como muestra
el siguiente ejemplo:

Z2 bZ Z3 “ t0u

En efecto, 1̄ b 1̂ “ 1̄ b p4 ¨ 1̂q “ 4 ¨ p1̄ b 1̂q “ p4 ¨ 1̄q b 1̂ “ 0̄ b 1̂ “ 0, y por lo tanto
m̄b n̂ “ pm ¨ 1̄q b pn ¨ 1̂q “ mn ¨ p1̄b 1̂q “ 0 para todo m̄ P Z2, n̂ P Z3.

6. La noción de producto tensorial puede generalizarse a anillos no conmutativos, pero se
hace en el contexto en que M es un A-módulo a derecha y N es un A-módulo a izquierda.
En este caso el producto tensorial resulta apenas un grupo abeliano, a menos que M o N
tengan más estructura.

Definición 3.4.3. Sean A un anillo, M,N,U tres A-módulos y b : M ˆ N Ñ U una función.
Decimos que b es A-bilineal si es lineal en cada variable; es decir, si se verifican las siguientes
condiciones:

bpam`m1, nq “ abpm,nq ` bpm1, nq,

bpm, an` n1q “ abpm,nq ` bpm,n1q,

para todo m,m1 PM,n, n1 P N, a P A.

A continuación vemos la propiedad universal del producto tensorial. Informalmente, ésta dice
que para definir un mapa A-lineal M bAN Ñ U , basta definir un mapa A-bilineal M ˆN Ñ U .
Como siempre, no es dif́ıcil probar que la propiedad universal caracteriza al objeto a menos de
isomorfismo. Por lo tanto, es práctico cuando se trata con el producto tensorial usar siempre su
propiedad universal, no apelando por lo general a su definición, que si bien es natural, puede
ser un poco enrevesada para manipular.

Teorema 3.4.2 (Propiedad universal del producto tensorial). Sean A un anillo conmutativo y
M,N,U tres A-módulos. Para cada función A-bilineal b : M ˆN Ñ U existe un único morfismo
de A-módulos b̃ : M bA N Ñ U que hace conmutar el siguiente diagrama:

M ˆN

θ
��

b // U

M bA N
b̃

::
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Demostración. Llamemos ι : M ˆN Ñ LApM ˆNq a la inclusión. Por la propiedad universal
de los módulos libres, existe b1 : LApM ˆ Nq Ñ U tal que b1pm,nq “ bpm,nq para todo
m PM,n P N , es decir b1 ˝ ι “ b.

Ahora bien, es fácil ver que las condiciones de bilinealidad de b implican que T Ď Ker b1
y por tanto, por la propiedad universal del cociente, b1 induce un morfismo de A-módulos
b̃ : M bA N Ñ U tal que b̃ ˝ π “ b1.

M ˆN
b //

� _

ι

��

θ

$$

U

LApM ˆNq

b1

66

π

��

M bA N

b̃

==

Observando que, por construcción, b̃ ˝ θ “ b̃ ˝ π ˝ ι “ b1 ˝ ι “ b, se tiene que b̃ es el morfismo
buscado.

Para ver la unicidad: si existe h : M bA N Ñ U tal que h ˝ θ “ b, entonces como cualquier
elemento de M bA N es suma de tensores elementales,

h

˜

r
ÿ

i“1

mi b ni

¸

“

r
ÿ

i“1

hpmi b niq “
r
ÿ

i“1

bpmi, niq

de donde h está uńıvocamente determinada por b.

La siguiente proposición es una aplicación de la propiedad universal que permite generar
algo que podŕıamos llamar (y formalmente aśı se llama) productos tensoriales de morfismos de
A-módulos.

Proposición 3.4.3. Sean ϕ : M Ñ N,ψ : P Ñ Q morfismos de A-módulos. Existe un único
morfismo ϕb ψ : M bA P Ñ N bA Q que hace conmutar el siguiente diagrama:

M ˆ P
ϕˆψ

//

θ1
��

N ˆQ

θ2
��

M bA P
ϕbψ

// N bA Q

donde ϕˆψ : MˆP Ñ NˆQ se define como ϕˆψpm, pq “ pϕpmq, ψppqq para todo m PM,p P P .

Demostración. Queda a cargo del lector probar que θ2 ˝pϕˆψq : MˆP Ñ NbAQ es A-bilineal.
El resultado se deduce entonces de la propiedad universal del producto tensorial. La función
resultante queda definida por pϕb ψqpmb nq “ ϕpmq b ψpnq,@m PM,n P N .

Observación 3.4.3. No es dif́ıcil verificar que esta operación cumple las siguientes propiedades:

idM b idN “ idMbAN ,

Dados f, g, f 1, g1 morfismos de A-módulos como abajo, el diagrama de la derecha conmuta:

M

f

��

M 1

f 1

��

M bAM
1

pg˝fqbpg1˝f 1q

zz

fbf 1

��

N

g

��

N 1

g1

��

N bA N
1

gbg1

��

P P 1 P bA P
1
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La siguiente proposición lista propiedades “buenas” del producto tensorial; afirma que es
esencialmente (a menos de isomorfismos) asociativo, conmutativo, que tiene neutro y que es
distributivo respecto de la suma directa.

Proposición 3.4.4. Sean A un anillo conmutativo y M,N,P A-módulos. Entonces

1. pM bA Nq bA P –M bA pN bA P q,

2. M bA N – N bAM ,

3. M bA A – AbAM –M ,

4. M bA pN ‘ P q – pM bA Nq ‘ pM bA P q.

Demostración. La estrategia para probar estos isomorfismos es siempre la misma: construir con
la propiedad universal un morfismo, y análogamente se construye un morfismo en el otro sentido
que resulta ser su inversa.

1. Para cada p P P , la función Fp : M ˆ N Ñ M bA pN bA P q definida por Fppm,nq “
mbpnbpq es A-bilineal y por lo tanto induce un morfismo de A-módulos, F̂p : MbAN Ñ

M bA pN bA P q de A-módulos.

Por otra parte, la función F : pM bA Nq ˆ P Ñ M bA pN bA P q definida como
F pmb n, pq “ F̂ppmb nq es A-bilineal y por lo tanto induce un morfismo de A-módulos
F̃ : pM bA Nq bA P Ñ M bA pN bA P q que resulta ser un isomorfismo (su inversa se
define análogamente).

pM bA Nq ˆ P

θ
��

F //M bA pN bA P q

pM bA Nq bA P
F̃
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Observar que es F̃ ppmb nq b pq “ mb pnb pq.

2. La función τ : M ˆN Ñ N bAM definida por τpm,nq “ nbm es A-bilineal y por tanto
induce un morfismo τ̃ : M bAN Ñ N bAM de A-módulos que resulta ser un isomorfismo
(su inversa se define análogamente).

Observar que es τ̃pmb nq “ nbm.

3. La función b : M ˆ A Ñ M , definida por bpm, aq “ am es A-bilineal y por tanto induce
un morfismo b̃ : M bA AÑM de A-módulos que resulta ser un isomorfismo (con inversa
que lleva m PM en mb 1A).

Observar que es b̃pmb aq “ am.

4. La función f : M ˆ pN ‘ P q Ñ pM bA Nq ‘ pM bA P q, fpm,n` pq “ pm,nq ` pm, pq es
A-bilineal y por tanto induce un morfismo f̃ : M bA pN ‘ P q Ñ pM bA Nq ‘ pM bA P q
de A-módulos.

Observar que es f̃pmb pn, pqq “ pmb n,mb pq.

Por otro lado, las funciones g1 : M ˆN ÑM bA pN ‘P q y g2 : M ˆP ÑM bA pN ‘P q
definidas por g1pm,nq “ m b n, g2pm, pq “ m b p son A-bilineales y por tanto inducen
morfismos ĝ1 : M bAN ÑM bA pN ‘P q y ĝ2 : M bA P ÑM bA pN ‘P q de A-módulos.
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A partir de éstos se construye, con la propiedad universal de la suma directa, un morfismo
de A-módulos G : pM bANq‘ pM bA P q ÑM bA pN ‘P q que resulta ser el inverso de f̃ .

M bA N

ĝ1 ))

// pM bA Nq ‘ pM bA P q

G
��

M bA Poo

ĝ2uu

M bA pN ‘ P q

Observar que es Gpmb n,m1 b pq “ mb pn, 0q `m1 b p0, pq.

Observación 3.4.4. En realidad hemos probado que el producto tensorial es distributivo respecto
de sumas directas finitas. Análogamente se prueba que existen isomorfismos
p
À

Miq bA P
–
ÝÑ

À

pMi bA P q y M bA p
À

Piq
–
ÝÑ

À

pM bA Piq.

Si bien los tensores elementales no son linealmente independientes, se puede probar que a
partir de bases de M y N se construye una base (formada por tensores elementales) de M bAN .

Proposición 3.4.5. Sean M y N dos A-módulos libres con bases respectivas B “ tbiuiPI ,
B1 “ tb1jujPJ . Entonces:

M bA N es libre,

X “ tbi b b
1
j | i P I, j P Ju es base de M bA N .

Demostración. Probaremos directamente la segunda afirmación (de la cual se deduce la primera).
Veamos primero que X genera M bA N .

Todo elemento u PM bAN es de la forma u “
K
ř

k“1

mkbnk. Ahora bien, para cada k se tiene

mk “
ř

i
λkibi, nk “

ř

j
µkjb

1
j , donde ambas sumas involucran una cantidad finita de elementos

(los coeficientes no nulos son sólo una cantidad finita). Por lo tanto:

u “
ÿ

k,i,j

λkiµkjbi b b
1
j .

de donde X es generador de M bA N .
Veamos que X es linealmente independiente. Tenemos M “

À

iAbi, N “
À

j Ab
1
j . Entonces

por la observación 3.4.4, M bA N –
À

i,j

´

Abi bA Ab
1
j

¯

.

Además Abi bA Ab
1
j – AbA A – A, mediante bi b b

1
j ÞÑ 1b 1 ÞÑ 1 ¨ 1 “ 1.

Se tiene entonces que M bAN »
À

i,j A y X se corresponde con la base canónica de
À

i,j A
mediante el isomorfismo. Por lo tanto como un isomorfismo lleva bases en bases, debe ser X
una base de M bA N .

El siguiente corolario es inmediato.

Corolario 3.4.6. Si M y N son libres, rgpM bA Nq “ rgpMq rgpNq.

Corolario 3.4.7. Si V y W son k-espacios vectoriales y v P V,w PW son no nulos, entonces
v b w ‰ 0.

Demostración. Como los conjuntos tvu y twu son linealmente independientes en V y W respec-
tivamente, se extienden a bases. El elemento vbw forma parte entonces de una base de V bkW
y en particular es no nulo.
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3.5. Teorema de estructura

Notas adaptadas por Mariana Haim para el curso “Anillos y Módulos” 2021.

Este caṕıtulo está dedicado al llamado Teorema de Estructura de módulos finitamente
generados sobre un DIP, que describe cómo son todos los módulos finitamente generados indes-
componibles sobre un DIP y asegura que los demás se construyen a partir de estos tomando
sumas directas finitas.

Para acercarnos al resultado, comenzamos con una sección que lista “buenas” propiedades
de los módulos sobre un DIP y seguimos con una sección que presenta los módulos de torsión y
su también “buen comportamiento” sobre un DIP, fundamentales para entender el Teorema de
Estructura. La última sección es una aplicación del Teorema de Estructura que permite obtener
la forma de Jordan de una matriz, y una construcción general de ésta para el caso de un cuerpo
cualquiera.

3.5.1. Propiedades hereditarias de los módulos sobre un DIP

Recordamos que un anillo es noetheriano a izquierda si sus ideales a izquierda son finitamente
generados.

Proposición 3.5.1. Sean A un anillo noetheriano a izquierda, M un A-módulo y N ĎM un
submódulo. Si M es finitamente generado, entonces N también lo es.

Demostración. Haremos inducción en µpMq.
Si µpMq “ 1, entonces M “ Am – A

Annpmq para algún m P M y por tanto N es isomorfo a

un submódulo de A
Annpmq . Por el teorema de correspondencia, existe J ideal izquierdo de A tal

que N – J
Annpmq . Como J es finitamente generado, N también lo es.

Supongamos que vale el resultado para valores menores o iguales a n y que µpMq “ n` 1.
Tomemos G “ tg1, . . . , gn`1u generador de M y definamos M 1 “ Ag1`¨ ¨ ¨`Agn. En la sucesión
exacta:

0 ÑM 1 XN ãÑ N Ñ
N

M 1 XN
Ñ 0

el término de la derecha es N
M 1XN –

M 1`N
M 1 Ď M

M 1 “ Agn`1 por el segundo teorema de isomorfismo,
y el término de la izquierda es un submódulo de M 1 que verifica µpM 1q ď n. Por hipótesis de
inducción, ambos términos son finitamente generados, de donde se deduce que el término del
medio también lo es (proposición 4.4.3).

El resultado anterior puede mejorarse para el caso de un DIP, como muestra la siguiente

Proposición 3.5.2. Sean D un DIP, M un D-módulo y N Ď M un submódulo. Si M es
finitamente generado, entonces N también lo es y µpNq ď µpMq.

Demostración. La primera parte de la afirmación es consecuencia directa de la Proposición 3.5.1,
ya que todo DIP es noetheriano. Para la segunda parte de la afirmación, recorramos la prueba
de la proposición 3.5.1. En el caso base, se tiene que J es generado por un elemento por ser
D DIP y por lo tanto N también, de donde µpNq ď 1 “ µpMq. En el paso inductivo, se tiene
µpM 1 X Nq ď µpM 1q y µ

`

N
M 1XN

˘

ď µ
`

M
M 1

˘

“ 1, de donde µpNq ď µpM 1 X Nq ` µp N
M 1XN q ď

µpM 1q ` 1 ď n` 1 “ µpMq.

Para el caso de submódulos de un módulo libre sobre un DIP, se puede afinar el resultado, a
saber:
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Proposición 3.5.3. Sean D un DIP, M un D-módulo y N ĎM un submódulo. Si M es libre
de rango finito, entonces N también lo es y rgpNq ď rgpMq.

Demostración. Otra vez procederemos por inducción, esta vez en rgpMq.
Si rgpMq “ 1, entonces M – D y por tanto N – J siendo J un ideal de D, por lo tanto

principal. Se tiene entonces N – paq para cierto a P D. Si a “ 0, ya está. Si no, como D es un
dominio, tau es linealmente independiente y por lo tanto la imagen de tau por el isomorfismo
N – paq es base de N , que resulta libre de rango 1.

Supongamos que vale el resultado para módulos de rango menor o igual a n y probémoslo para
M de rango n` 1. Si B “ tb1, . . . , bn`1u es base de M , sea M 1 “ Ab1 ` ¨ ¨ ¨ `Abn. Nuevamente,
en la sucesión exacta:

0 ÑM 1 XN ãÑ N Ñ
N

M 1 XN
Ñ 0

el término de la derecha es N
M 1XN Ď M

M 1 “ Abn`1 que es libre de rango 1. En efecto, tbn`1u es
base de M

M 1 : si abn`1 “ 0, entonces abn`1 P M
1 y por tanto es combinación lineal del conjunto

tb1, . . . , bnu; como B es linealmente independiente, se obtiene a “ 0.
Por hipótesis de inducción, se tiene que el término de la derecha es libre y por tanto la

sucesión se escinde (corolario 4.4.6), y N – pM 1 XNq ‘ N
M 1XN .

Por otra parte, M 1 XN es un submódulo de M 1 que es libre de rango n. Por hipótesis de
inducción, se deduce que N es libre y

rgpNq “ rgpM 1 XNq ` rg

ˆ

N

M 1 XN

˙

ď rgpM 1q ` rg

ˆ

M

M 1

˙

“ n` 1.

Observación 3.5.1. El resultado anterior es válido aunque M no sea finitamente generado. Es
decir, sobre un DIP, submódulo de un libre es libre. El lector interesado puede encontrar la
prueba del resultado general en el apéndice.

3.5.2. Teoŕıa de torsión

Definición 3.5.1. Sean A un anillo no trivial y M un A-módulo. Un elemento m PM se dice
de torsión si existe a P A no nulo tal que am “ 0. Además, se define la torsión de M como el
subconjunto

TorpMq “ tm PM | m es de torsiónu

El módulo M se dice de torsión si TorpMq “ M y se dice sin torsión o libre de torsión si
TorpMq “ t0u.

Observación 3.5.2. 0 PM siempre es de torsión.

Si A es conmutativo, considerando A como A-módulo, se tiene
TorpAq “ ta P A | a es divisor de cerou. En particular, si D es un dominio, TorpDq “ t0u.

La siguiente proposición muestra que la torsión de M tiene buenas propiedades en el caso
en que el anillo es un dominio, por lo que a partir de ahora nos situaremos en ese contexto.

Proposición 3.5.4. Sea D un dominio y M un D-módulo. Entonces TorpMq Ď M es un
submódulo, y M{TorpMq es sin torsión.

Demostración. Sean m,n P TorpMq. Existen entonces a, b P D no nulos tales que am “ bn “ 0
y por lo tanto abpm` nq “ 0, puesto que D es conmutativo. Como D no tiene divisores de cero,
se tiene ab ‰ 0 y por lo tanto m` n P TorpMq.

Por otra parte, si m P TorpMq y d P D, entonces existe a P D no nulo tal que am “ 0 y por
lo tanto apdmq “ dpamq “ 0, por lo que dm P TorpMq.
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Veamos la segunda afirmación. Sea x P M{TorpMq, x ‰ 0 (i.e. x R TorpMq). Supongamos
que ax “ 0. Pero entonces ax “ 0 ñ ax P TorpMq, es decir, existe b ‰ 0 tal que bax “ 0. Como
x R TorpMq, entonces ba “ 0. Como b ‰ 0 y D es un dominio, debe ser a “ 0.

Observación 3.5.3. 1. Es sencillo verificar que si f : M Ñ N es un isomorfismo, se tiene
fpTorpMqq “ TorpNq, por lo que si D es un dominio y M,N son D-módulos, entonces
M – N ñ TorpMq – TorpNq.

2. Es un ejercicio verificar que Torp
À

iPIMiq –
À

iPI TorpMiq.

Ejemplos 3.5.1. 1. Si L es libre sobre un dominio, entonces TorpLq “ t0u. En efecto,
L –

À

iPI D por lo que TorpLq –
À

iPI TorpDq “ t0u.

2. Zn como Z-módulo es de torsión, es decir, TorpZnq “ Zn. En efecto nx “ 0, para todo
x P Zn .

3. Más en general, todo grupo abeliano finito G es de torsión. En efecto, dado g P G no nulo,
consideremos el morfismo de Z-módulos ϕg : Z Ñ G, ϕgpnq “ ng. Si g no es de torsión,
entonces Kerϕ “ 0 y por lo tanto G contiene una copia de Z, por lo que es infinito.

En el ejemplo anterior observamos que todo módulo libre sobre un dominio es sin torsión.
El rećıproco no es cierto, como muestran los siguientes

Ejemplos 3.5.2. 1. Q es un Z-módulo sin torsión que no es libre.

2. px, yq es un krx, ys-módulo sin torsión que no es libre.

3. ZN (el producto directo de infinitas copias de Z) es un Z-módulo sin torsión que no es
libre.

Sin embargo, el resultado es positivo para el caso en que D es un DIP y M es finitamente
generado, como enuncia la siguiente

Proposición 3.5.5. Si D es un DIP y M es un D-módulo finitamente generado y sin torsión,
entonces M es libre.

Demostración. Sea X “ tx1, . . . , xnu un generador de M . Como M es sin torsión, cada uno
de los conjuntos txiu es linealmente independiente, por lo que existe un subconjunto de X
linealmente independiente maximal U “ tu1, . . . , uku Ď X. 6

Supongamos que existe xi P XzU . Entonces, por maximalidad de U , el conjunto U Y txiu es
linealmente dependiente, y por lo tanto (como U es linealmente independiente), existe di P D
no nulo tal que dixi “ a1u1 ` a2u2 ` ¨ ¨ ¨ ` akuk.

Llamemos d al producto de los di obtenidos por cada xi P XzU . Como D es un dominio,
debe ser d ‰ 0. Además, para cada i P t1, . . . , nu, se tiene dxi P xu1, . . . , uky.

Sea ϕ : M ÑM , ϕpmq “ dm. Es un morfismo de D-módulos. Es inyectivo porque M es sin
torsión. Por lo tanto, el primer teorema de isomorfismo nos da M » Im ϕ Ă xu1, . . . , uky que es
libre. Al ser D un DIP, todo submódulo de un D-módulo libre es libre; en particular, Im ϕ »M
es libre.

6Se puede probar, de hecho, que en un módulo finitamente generado sobre un dominio, todo conjunto linealmente
independiente tiene ď elementos que un generador.
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3.5.3. Teorema de estructura

Proposición 3.5.6. Sean D un DIP y M un D-módulo finitamente generado. Entonces existen
D-módulos L y T , con L libre y T de torsión, tales que M – T

À

L. Además, L y T son únicos
a menos de isomorfismo.

Demostración. Alcanza con observar que en la sucesión exacta

0 ãÑ TorpMq ÑM Ñ
M

TorpMq
Ñ 0

el término de la derecha es sin torsión, y por tanto libre (proposición 3.5.5). Se tiene entonces
que la sucesión se escinde, y por consecuencia

M – TorpMq ‘
M

TorpMq
.

Tomando T “ TorpMq y L “ M
TorpMq se tiene la descomposición buscada.

Supongamos ahora que T ‘L – T 1‘L1 via un isomorfismo ϕ. Entonces, por la Observación
3.5.3, se tiene ϕ pTorpT ‘ Lqq “ TorpT 1 ‘ L1q, i.e. ϕpT q “ T 1. Tenemos entonces T – T 1 y la
prueba termina observando que

L –
T ‘ L

T
–
ϕpT ‘ Lq

ϕpT q
“
T 1 ‘ L1

T 1
– L1.

Tenemos entonces descompuesto a un módulo finitamente generado M sobre un DIP de
manera única como suma directa de un libre con su torsión TorpMq. Como ya sabemos, la parte
libre es de la forma

À

I D. Ahora investigaremos qué forma tiene la parte de torsión.

Definición 3.5.2. Un módulo M ‰ 0 se dice indescomponible si M “ X ‘ Y implica X “ 0
o Y “ 0.

Proposición 3.5.7. Si D es un dip, los D-módulos D y D
ppαq , con p primo y α positivo son

indescomponibles y ćıclicos.

Demostración. Sale usando que la intersección de dos ideales de D distintos y no triviales es no
trivial, sale la afirmación para D, que está generado por 1.
Para la segunda hay que considerar ideales de D que contienen a ppαq y sale la afirmación para
D
ppαq , que está generado por 1̄.

Teorema 3.5.8 (de estructura de módulos finitamente generados de torsión). Sean D un DIP
y M un D-módulo finitamente generado. Existen p1, . . . , pk P D irreducibles, n1, . . . , nt P Z` y
αij P Z`, i P t1, 2, . . . , tu, j P t1, 2, . . . , niu tales que

TorpMq –
D

ppα11
1 q

‘ ¨ ¨ ¨ ‘
D

pp
α1n1
1 q

‘ ¨ ¨ ¨ ‘
D

ppαt1t q
‘ ¨ ¨ ¨ ‘

D

pp
αtnt
t q

.

Además, los pi son únicos a menos de asociados y los ni, αij son únicos.

Observación 3.5.4. Los p
αij
i se dicen factores invariantes de M .

Se trata de una descomposición de TorpMq en submódulos ćıclicos indescomponibles.

Juntando la segunda afirmación con la proposición 3.5.6, se tiene que todo módulo finita-
mente generado se descompone en suma directa de submódulos ćıclicos indescomponibles
(la parte libre aporta sumandos del tipo D, y la parte de torsión sumandos del tipo D

ppαq

con p P D irreducible y α P Z`).
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El conjunto tr, t, pα11
1 , . . . , p

αtnt
t u es un conjunto completo de invariantes; es decir, si dos

D-módulos son isomorfos, entonces tienen los mismos invariantes. Además este conjunto
de invariantes es completo: es decir, que si dos D-módulos tienen los mismos invariantes
entonces son isomorfos.

Demostración. No vamos a demostrar este Teorema en el contexto general; para simplificar,
haremos la prueba (en la próxima sección) para el caso D “ Z (esto es, para grupos abelianos).

3.5.4. Prueba del Teorema de Estructura de Grupos abelianos finitamente
generados

Proposición 3.5.9. Todo grupo abeliano finito se descompone en suma de indescomponi-
bles.

Un grupo abeliano es finitamente generado y de torsıón si y solo si es finito.

Demostración. En efecto, si el grupo es indescomponible, ya está, si no es suma directa
de subgrupos de cardinal estrictamente menor. Si ambos son indescomponibles ya está,
si no el proceso sigue y para porque el cardinal del grupo original es finito y va bajando
estrictamente en cada descomposición no tirival.

Supongamos que G es finito. Si tiene un elemento sin torsión x P G, el morfismo de grupos
ZÑ G que multiplica por x es inyectivo, contradiciendo la finitud de G.
Rećıprocamente si X es un generador finito de G, para todo x P X existe n P Z no nulo
tal que nxx “ 0. Se deduce que todo elemento de G es combinación de los elementos de
X con coeficiente en x un entero entre 0 y nx ´ 1, por lo que hay finitos elementos en G.

Proposición 3.5.10. Un grupo abeliano es finitamente generado y de torsión si y sólo si
es finito.

Si G es un grupo abeliano finito, existe n P N tal que nx “ 0,@x P G. 7

Demostración. Si G es finito entonces es finitamente generado por el propio G. Además,
si tiene un elemento x ‰ 0 que no es de torsión, se deduce que el morfismo Z Ñ G que
multiplica por x es inyectivo y por tanto G es infinito.
Rećıprocamente, sea X un generador finito de G. Cada elemento x P X tiene un testigo
nx P N de la torsión. Se puede probar a partir de aqúıque todo elemento de G es de la
forma

ř

xPX rxx, con 0 ď rx ă nx, por lo que G tiene a lo sumo
ś

xPX nx elementos.

Alcanza con tomar un testigo de la torsión para cada x P G y multiplicarlos todos entre
śı , obteniendo un posible n.

Definición 3.5.3. Sea p un natural primo. Un grupo abeliano G es un p-grupo si para todo
x P G, existe α tal que pαx “ 0

7Se puede probar, a partir del conocido Teorema de Lagrange para grupos - pero no lo haremos acá- que #G
sirve como un posible n.
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Observación 3.5.5. Dado un grupo abeliano G y un primo p, se define

TorppGq “ tg P G | Dα ě 1 : pαi g “ 0u.

Es fácil probar que TorppGq es un subgrupo de TorpGq y que si G – G1 via ϕ, entonces
TorppGq – TorppG

1q via la correspondiente restricción de ϕ

Teorema 3.5.11. Todo grupo abeliano finito se descompone en suma directa de p-grupos.

Demostración. Sea n como en la Proposición 3.5.10. Para todo g P G, se tiene ng “ 0. Supon-
gamos n “ pe11 p

e2
2 ¨ ¨ ¨ p

et
t con mcdppi, pjq “ 1,@i ‰ j y consideremos para cada i P t1, 2, ¨ ¨ ¨ , tu,

el subgrupo
Gi “ TorpipGq ď G.

Veamos primero que G “
Àt

i“1Gi.
Notar que si qi “

n
p
ei
i

, se tiene qix P Gi@x P G y mcdpq1, q2, . . . qtq “ 1, por lo que existen ai P Z

tales que
řk
i“1 aiqi “ 1. Se deduce, para todo x P G:

x “ 1 ¨ x “ a1q1x` ¨ ¨ ¨ atqtx P
k
ÿ

i“1

Gi.

Además, si x P Gi X
ř

j‰iGj , entonces pαi x “ 0 y x “
ř

j‰i xj , xj P Gj . Para cada j ‰ i sea αj

tal que p
αj
j xj “ 0 y t “

ś

j‰i p
αj
j . Se deduce tx “ 0. Pero mcd ppαii , tq “ 1 de donde x “ 1 ¨x “ 0.

Lema 3.5.12. Sea G un p-grupo abeliano y Y “ ty1, y2, ¨ ¨ ¨ , ytu Ď G tal que ă Y ą“
Àt

i“1 ă

yi ą.

1. Si pzi “ yi,@i P t1, 2, ¨ ¨ ¨ , tu, entonces ă y1, y2, ¨ ¨ ¨ , yt ą“
Àt

i“1 ă yi ą.

2. Si ki P Z,@i P t1, 2, ¨ ¨ ¨ , tu, entonces ă k1y1, k2y2, ¨ ¨ ¨ , ktyt ą“
Àt

i“1 ă kiyi ą.

Demostración. 1. Supongamos que
řt
i“1 aizi “ 0. Entonces

řt
i“1 aiyi “

řt
i“1 aipzi “ p

řt
i“1 aizi “

0. Usando la hipótesis, se deduce que aiyi “ 0,@i P t1, 2, ¨ ¨ ¨ , tu. Como G es un p-grupo,
se deduce que ai “ pa1i,@i. Se tiene entonces

řt
i“1 a

1
iyi “

řt
i“1 a

1
ipzi “ 0 “

řt
i“1 aizi “ 0

y por tanto aizi “ a1ipzi “ a1iyi “ 0,@i P t1, 2, ¨ ¨ ¨ , tu.

2. Supongamos que
řt
i“1 aikizi “ 0 se deduce de la parte anterior que aikizi “ 0,@i P

t1, 2, ¨ ¨ ¨ , tu.

Teorema 3.5.13. Todo p-grupo finito es isomorfo a la suma directa finita de grupos de la forma
Zpei , con ei P N, e ě 1.

Demostración. Haremos la prueba por inducción en

m “ mintα | pαx “ 0,@x P Gu

Si m “ 1, entonces px “ 0,@x P G, de lo que se deduce que G es un Zp-espacio vectorial, y como
tal, es suma directa de copias de Zp (en particular lo es como grupo abeliano).
Supongamos que el resultado vale hasta m. Lo probaremos para m ` 1. Consideremos H “

pG ď G. Como pmx “ 0,@x P H, se tiene por inducción que H “ ‘ti“1Zpei .
Tomemos tpz1, pz2, ¨ ¨ ¨ , pztu generador de H tal que pzi genera Zpei . Por otra parte sea Ap “
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tx P G | px “ 0u. Para cada zi en L, si ki “ mintn | nyi “ 0u, entonces kizi P Ap. En efecto
ppkiziq “ kippziq “ kyi “ 0.
Ahora bien, Ap es un Zp- espacio vectorial y por lo tanto es suma directa de copias de Zp.
Por el Lema 3.5.12, el conjunto X “ tk1z1, ¨ ¨ ¨ ktztu es linealmente independiente (en Ap como
Zp-espacio vectorial), y por tanto se extiende a una base X \ Y de Ap.
Consideremos los subgrupos K Y L generados respectivamente por Y y tz1, z2, ¨ ¨ ¨ , ztu. Por un
lado, K Ď Ap, está en las hipotésis de inducción y por lo tanto es suma de (p-) grupos ćıclicos.
Por otro lado, L es suma directa de los subgrupos generados por los zi, que son ćıclicos (de
orden pki).
Vamos a probar que G “ K ‘ L y con eso tenemos la tesis.
Veamos primero que K X L “ 0: sea y “

řt
i“1 aizi Pă Y ąĎ Ap. Se tiene entonces py “ 0

y por tanto aiyi “ paizi “ 0,@i “ t1, 2, ¨ ¨ ¨ , tu, de donde ai “ a1iki y se deduce 0 “ y ´ y “
řt
i“1 a

1
ikizi ´ y y por construcción de Y resulta y “ 0.

Veamos ahora que G “ K`L. Para cada x P G, se tiene px P H, por lo que px “
ř

´i “ 1taiyi “
řt
i“1 paizi, de donde ppx´

řt
i“1 aiziq “ 0. Se deduce que x´

řt
i“1 aizi P Ap y por lo tanto en

K ` L. Finalmente x P K ` L puesto que
řt
i“1 aizi P L.

Observación 3.5.6. Notar que los grupos finitos indescomponibles son de la forma Zpα .

Ejemplo 3.5.1. Hallemos todas las clases de isomorfismo de un grupo abeliano G de cardinal
180. Como 180 “ 22 ¨ 32 ¨ 5. Por lo tanto G es isomorfo a uno y sólo uno de los siguientes:

Z2 ‘ Z2 ‘ Z3 ‘ Z3 ‘ Z5,

Z22 ‘ Z3 ‘ Z3 ‘ Z5,

Z2 ‘ Z2 ‘ Z32 ‘ Z5,

Z22 ‘ Z32 ‘ Z5.

Corolario 3.5.14 (Clasificación de grupos abelianos finitamente generados). Sea G un grupo
abeliano finitamente generado.
Existe un único r P N, y únicos (a menos del orden) p1, . . . , pk P N primos (no necesariamente
diferentes) y n1, ¨ ¨ ¨ , nk P N no nulos y αij ě 1,@i P t1, 2, ¨ ¨ ¨ , ku, j P t1, 2, ¨ ¨ ¨niu, tales que

G – pZpα11
1
‘ Zpα12

1
‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z

p
α1n1
1

q ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ pZpαk1
k
‘ Zpαk2

k
‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z

p
αknk
k

q ‘ Zr

Demostración.
Existencia
Como Z es un DIP, sabemos que todo grupo abeliano G finitamente generado se descompone
en suma directa de un subgrupo libre y uno de torsión. La parte libre es de la forma Zr.
La parte de torsión es finita (porque es finitamente generada) por lo que el resto de la prueba
se deduce de los Teoremas 3.5.11 y 3.5.13.
Unicidad Por un lado si T ‘ L – T 1 ‘ L1 con T, T 1 de torsión y L,L1 libres, se tiene por la
Proposición 3.5.6 que T – T 1, L – L1. Se deduce que r es único, puesto que D tiene número de
base invariante.
Ahora bien, en vista de la Observación 3.5.5, queda probar que si p es primo y

Zpα1 ‘ Zpα2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Zpαn – Zpβ1 ‘ Zpβ2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Zpβk p˚q
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para ciertos n, k ą 0, αi ě αj ě 1, βi ě βj ě 1 cuando i ą j, entonces n “ k, αi “ βi,@i.
Lo probaremos por inducción en el cardinal de T . Si es p (es el caso T “ Zp), la unicidad es
clara. Supongamos ahora que la afirmación vale para #T ă h y que

Zpα1 ‘ Zpα2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Zpαn – Zpβ1 ‘ Zpβ2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Zpβk

con αi ě αj , βi ě βj cuando i ą j. Se deduce que

pZpα1 ‘ pZpα2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ pZpαh – pZpβ1 ‘ pZpβ2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ pZpβk p˚˚q

Ahora bien, observemos que

pZpγ –
"

0 si γ “ 1
Zpγ´1 si no

(el segundo caso se prueba observando que el morfismo de Zpγ´1 Ñ Zpγ que multiplica por p está
bien definido, es inyectivo y tiene imagen pZpγ ). Si αi “ 1,@i entonces queda el grupo trivial a
la izquierda, y por lo tanto el grupo trivial a la derecha, lo que implica que βj “ 1@j y además,
por cardinalidad, que n “ k.
Si no, se tiene que, en p˚˚q, el grupo de torsión involucrado tiene estrictamente al menos p y
estrictamente menos de h elementos y

Zpα1´1 ‘ Zpα2´1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Zpαl´1 – Zpβ1´1 ‘ Zpβ2´1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Zpβr´1 .

donde todos los sumandos son no nulos. Se deduce, aplicando la hipótesis de inducción, que
r “ l, αi ´ 1 “ βi ´ 1,@i ď l.
Además pZpαu “ pZpβu “ 0,@u ą l, de donde αu “ βu “ 1,@u ą l.

3.5.5. Aplicación: forma de Jordan

En lo que sigue k es un cuerpo cualquiera, V un k-espacio vectorial y T : V Ñ V una
transformación lineal.
Usaremos el Teorema de Estructura para, en el caso en que k “ C y V de dimensión finita,
obtener una descomposición de V en subespacios T -ćıclicos (i.e. generados por un elemento v y
sus transformados a través de T y sus iteradas), que da lugar a una base B de V para la cual la
matriz asociada BrT sB es en algún sentido “simple”. Dicha matriz es esencialmente única y se
llama forma de Jordan de T .

Antes de enunciar el primer resultado, conviene recordar algunas definiciones. Decimos que
un subespacio W de V es T -invariante si T pW q ĎW , y que es T -ćıclico si para cierto w PW ,
se tiene que el conjunto tw, T pwq, T 2pwq, . . . , Tnpwq, . . . u es un generador de W . En este último
caso, notamos W “ ZpT,wq.

Recordemos además que un A-módulo M se dice ćıclico si M “ Am “ tam | a P Au para
cierto m PM .

La siguiente proposición permite poner nuestra situación en contexto de módulos sobre krxs.

Proposición 3.5.15. Sean k un cuerpo, V un k-espacio vectorial y T : V Ñ V una transfor-
mación lineal. Entonces:

1. Definiendo p 9v “ ppT qpvq para todo v P V, p P krxs, se obtiene que V es un krxs-módulo.

2. Si W Ď V es un subespacio vectorial, entonces se tiene que:
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a) W es T -invariante si y sólo si W es un krxs-submódulo de V ,

b) W es T -ćıclico si y sólo si W es un krxs-módulo ćıclico.

Demostración. 1. La estructura aditiva de V como krxs-módulo es la de V como k-módulo.
Por otra parte es claro que la operación ¨ : krxs ˆ V Ñ V es distributiva con respecto a
la suma en krxs y con respecto a la suma en V . Observemos además que 1 9v “ Idpvq “ v
para todo v P V . Falta entonces verificar que

p9pq 9vq “ ppqq 9v @p, q P krxs, v P V

Para esto, es claro que alcanza con verificarlo para p y q monomios de krxs. En efecto,

basta con observar que si p “
k
ř

i“0
aix

i, entonces

p ¨ v “
k
ÿ

i“0

ai
`

xi ¨ v
˘

(3.1)

Tomemos entonces p “ axi, q “ bxj . Tenemos que q 9v “ pbT jqpvq “ bT jpvq. Entonces

p9pq 9vq “ p9pbT jpvqq “ paT iq
`

bT jpvq
˘

“ aT i
`

bT jpvq
˘

“ abT i
`

T jpvq
˘

“ abT i`jpvq

Como pq “ abxi`j , se deduce la tesis.

2. Tomemos ahora W Ď V subespacio.

a) W es T -invariante si y sólo si T pwq P W para todo w P W , si y sólo si x ¨ w P W
para todo w PW . Es claro por (3.1) que esto último equivale a p ¨ w PW para todo
w PW,p P krxs, es decir, a que W sea un krxs-submódulo de V .

b) W “ ZpT,wq si y sólo si W es generado como k-espacio vectorial por tT ipwq | i P Nu,
si y sólo si W es generado como krxs-módulo por w (puesto que Tnpwq “ xn ¨w).

Observación 3.5.7. 1. Considerando k Ď krxs, la acción de krxs en V definida arriba extiende
a la acción original de k en V . En efecto, λ ¨ v “ pλ Idqpvq “ λv para todo λ P k, v P V .

2. A partir de la Observación 3.5.7.1, se deduce que un generador de V como k-espacio
vectorial también es generador de V como krxs-módulo.

3. Es claro que si V es de dimensión finita ZpT,wq también lo es, y por lo tanto existe k P N
tal que el conjunto tw, T pwq, T 2pwq, . . . , T k´1pwqu es generador de ZpT,wq. Más adelante,
veremos que se puede optimizar dicho k para obtener una base.

4. Si f P krxs, se tiene que krxs
pfq es un espacio vectorial de dimensión gr pfq. En efecto, es fácil

verificar que el conjunto t1̄, x̄, . . . , x̄gr pfq´1u es una base.

Polinomios caracteŕıstico y minimal Consideremos la inclusión ι : kÑ EndpV q, definida
por ιpλq “ λ Id. Es claro que es un morfismo de anillos y por tanto se extiende de manera
única a un morfismo de anillos εT : krxs Ñ EndpV q tal que εT pxq “ T . Expĺıcitamente, se tiene
εT ppq “ ppT q.

Si V tiene dimensión finita, podemos considerar el polinomio χT “ detpT ´ x Idq. Dicho
polinomio se llama polinomio caracteŕıstico de T, es de grado dimpV q y por tanto no nulo. El
Teorema de Cayley-Hamilton asegura que χT pT q “ 0.
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Se deduce que kerpεT q es un ideal de krxs no nulo, y por tanto generado por un polinomio
no nulo mT P krxs que se elige mónico y se llama polinomio minimal de T . (Notar que al elegir
mT mónico, forzamos que sea único).

Es claro entonces que mT pT q “ 0, que mT � χT y que mT es el polinomio mónico de menor
grado entre los que anulan a T .

La siguiente proposición permite poner a V , en el caso en que tenga dimensión finita, en el
contexto del Teorema de Estructura.

Proposición 3.5.16. Sean k, V y T como antes. Supongamos además que V es de dimensión
finita. Entonces V es un krxs-módulo finitamente generado y de torsión.

Demostración. Por la Observación 3.5.7.2 es claro que V es finitamente generado, puesto que
es de dimensión finita.

Además si V es de dimensión finita, podemos considerar el polinomio caracteŕıstico de T .
Como χ

T pT q “ 0, tenemos χT ¨ v “ 0 para todo v P V . Se deduce que todo v P V es de
torsión.

Estamos entonces en condiciones de aplicar el Teorema de Estructura al krxs-módulo V , y
eso es lo que nos permitirá demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.5.17. Sea V un espacio vectorial de dimensión n ă 8 y T P EndpV q. Sea además
mT “ qn1

1 qn2
2 ¨ ¨ ¨ qnrr la descomposición en irreducibles mónicos no asociados dos a dos del poli-

nomio minimal. Entonces existen k1, . . . , kr P Z` y subespacios Vij , i P t1, . . . , ru, j P t1, . . . , kiu
de V , tales que

1. V “
r
à

i“1

ki
à

j“1

Vij,

2. para todo par pi, jq, el subespacio Vij es T -ćıclico,

3. para todo par pi, jq, existe nij P Z` tal que Vij –
krxs
pq
nij
i q

,

4. para todo i, se tiene ni “ máxtnij | j P t1, . . . , kiuu,

5. n “
ř

ij
gr pqiqnij.

Más aún, los Vij son únicos a menos de isomorfismos y de reordenaciones.

Demostración. Como V es de torsión y finitamente generado sobre el dominio de ideales princi-
pales krxs, el Teorema de Estructura nos da una descomposición de V en submódulos ćıclicos
indescomponibles:

V –
t
à

i“1

si
à

j“1

krxs
pp
nij
i q

,

para ciertos pi P krxs irreducibles no asociados dos a dos y ciertos nij P Z` no nulos. Es claro
que los pi pueden elegirse mónicos, y eso hacemos.

Llamemos ϕ :
t
à

i“1

si
à

j“1

krxs
pp
nij
i q

Ñ V al isomorfismo involucrado y definamos entonces, para

cada i P t1, . . . , ru, j P t1, . . . , siu,

Vij :“ ϕ

ˆ

krxs
pp
nij
i q

˙

.
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Es claro que V “

t
à

i“1

si
à

j“1

Vij , que AnnpVijq “ pp
nij
i q. Además, para cada i P t1, . . . , tu,

podemos reordenar los j P t1, . . . , siu para que ni1 ě ¨ ¨ ¨ ě nisi .
Veamos ahora que:

r “ t,

podemos reordernar los i P t1, . . . , r “ tu para que pi “ qi y si “ ki, para todo i P
t1, . . . , r “ tu,

ni “ ni1, para todo i P t1, . . . , r “ tu.

Como krxs es un dominio factorial, mT se descompone de manera única (a menos de reorde-
naciones) en producto de irreducibles mónicos, por lo que alcanza con ver que

mT “ pn11
1 pn21

2 ¨ ¨ ¨ pnt1t (3.2)

para deducir las tres afirmaciones de arriba. Llamemos p al polinomio del lado derecho de (3.2).
Como p

nij
i anula a cada Vij , se tiene que pni1i anula a cada Vij , y por tanto p anula a V . Se

deduce que p es múltiplo de mT .
Rećıprocamente, observar que el polinomio minimal de T|Vij es p

nij
i ; como mT anula a Vij se

tiene que mT es múltiplo de cada p
nij
i . Como p es el el mı́nimo común múltiplo de los p

nij
i , se

obtiene que mT es múltiplo de p.
Al ser mT y p asociados y mónicos, se deduce que son iguales.
Finalmente, notar que por la observación 3.5.7.4, tenemos dimpVijq “ gr ppiqnij “ gr pqiqnij

de donde deducimos que la dimensión de V es n “
ř

ij
gr pqiqnij .

La unicidad se deduce de la unicidad en el Teorema de Estructura.

Lema 3.5.18. Para cualquier λ P k, se tiene ZpT, vq “ ZpT ` λidV , vq.

Demostración. Es claro que alcanza con probar una inclusión (la otra se deduce tomando ´λ
en lugar de λ). Para cada w P ZpT, vq, existe p P krxs tal que w “ ppT qpvq. Sea qpxq :“ ppx´λq.
Si S “ T ` λidV , se tiene qpSq “ ppS ´ λidV q “ ppT q, por lo que w “ qpSqpvq P ZpS, vq.

Corolario 3.5.19 (Forma canónica de Jordan). Sean k un cuerpo y A P Mnpkq tal que el
polinomio minimal es producto de polinomios de grado 1 con coeficientes en k. Entonces A es
semejante a una matriz de la forma

J “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

J11 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 J12
...

...
. . . 0

0 ¨ ¨ ¨ 0 J1k1

0 0

0

J21 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 J22
...

...
. . . 0

0 ¨ ¨ ¨ 0 J2k2

0

. . .

0 0

Jt1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 Jt2 0
...

. . . 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 Jtkt

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,
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donde para cada i P t1, . . . , tu, j P t1, . . . , kiu, se tiene que

Jij “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λi 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

1 λi
. . .

...

0 1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . λi 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 1 λi

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

para cierto λi P k.
Más aún, la matriz J es única a menos de reordenaciones de los bloques Jij.

Demostración. Consideremos los Vij de la descomposición del Teorema 3.5.17 y para cada par
pi, jq, sea Tij “ T|Vij . Sabemos, por el dicho Teorema, que el polinomio minimal de Tij es de la

forma q
nij
i , para cierto qi P krxs mónico e irreducible. Pero por hipótesis, dicho irreducible debe

ser de grado 1 y por tanto de la forma x´ λi, para cierto λi P k.
Consideremos entonces Sij : Vij Ñ Vij definida por Sij “ Tij´λi IdVij . Por el Lema 3.5.13, se

tiene que Vij es Sij-ćıclico, y por lo tanto admite una base Cij “ tvij , Sijpvijq, S
2
ijpvijq, . . . , S

nij´1
ij pvijqu.

Como además S
nij
ij “ 0, tenemos que la matriz asociada a Sij en dicha base es

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

1 0
. . .

...

0 1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Como Tij “ Sij ` λi IdVij , la matriz asociada a Tij en la base Cij es

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λi 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

1 λi
. . .

...

0 1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . λi 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 1 λi

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Tomando la base C “
Ť

i,j Cij (ordenando los pares pi, jq según el orden lexicográfico), se obtiene
que la matriz asociada a T en la base C es la buscada.

La unicidad se deduce de la unicidad en el Teorema 3.5.17.

Definición 3.5.4. La matriz R del Corolario 3.5.19 se dice forma canónica de Jordan de la
matriz A en el cuerpo k.

Observaciones 3.5.1. 1. La forma de Jordan sobre un cuerpo k no siempre está definida.

2. Si A es diagonalizable semejante a D, la forma canónica de Jordan de A está definida y
es D (puesto que el polinomio minimal es el producto de los polinomios x´ di, variando
di en todas las entradas distintas de la diagonal de D).

3. Si A es nilpotente, la forma canónica de Jordan de A está definida (puesto que su poli-
nomio minimal es de la forma Xn y por tanto se descompone en producto de polinomios
irreducibles de grado 1).
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Ejemplos 3.5.3. 1. Sean k un cuerpo y T : k5 Ñ k5 definida por T pa, b, c, d, eq “ p2b,´2a, a`
5c, a`b`c´2d, 5eq. Hallemos, si corresponde, la forma de Jordan de T en los casos k “ R
y k “ C.
El polinomio caracteŕıstico de T es χT “ px

2`4qp5´xq2p´2´xq. Calculemos el polinomio
minimal mT . Tenemos dos posibilidades

mT “ χT o mT “ px
2 ` 4qp5´ xqp´2´ xq.

Ahora bien se tiene pA2 ` 4Idqp5Id ´ Aqp´2Id ´ Aq “ 0, por lo que mT “ px
2 ` 4qp5 ´

xqp´2´ xq. En el caso k “ C, como A es diagonalizable, su forma de Jordan es

JC “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

2i 0 0 0 0
0 ´2i 0 0 0
0 0 5 0 0
0 0 0 5 0
0 0 0 0 ´2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

.

2. Supongamos ahora que T : k5 Ñ k5 es tal que χT “ px´ 2q3px` 5q2 “ mT . Tanto en el
caso k “ C como en el caso k “ R se tiene que la matriz de Jordan es

J “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

2 0 0 0 0
1 2 0 0 0
0 1 2 0 0
0 0 0 ´5 0
0 0 0 1 ´5

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Supongamos que B “ tv1, v2, v3, v4, v5u es una base para R. Esto es T pv1q “ v2, T pv2q “

v3, T pv3q “ 8v1 ´ 12v2 ` 6v3, T pv4q “ v5, T pv5q “ ´25v4 ´ 10v5. Hallemos una base para
J .
Es fácil ver que w3 “ 4v1 ´ 4v2 ` v3 y w5 “ 5v4 ` v5 son vectores propios asociados
respectivamente a 2 y ´5 (para hallarlos se impuso la condición de vector propio a
combinaciones lineales de v1, v2 y v3 y a de v4 y v5 respectivamente). Para completar la
base, buscamos w1 y w2 combinaciones lineales de v1, v2 y v3 tales que T pw1q “ 2w1 `w2

y T pw2q “ 2w2 ` w3 y además w4 “ λv4 ` µv5 tal que T pw4q “ ´5w4 ` w5.
Hallemos primero w4. La condición para su transformado implica λv5`µp´25v4´10v5q “

´5λv4 ´ 5λv5 ` 5v4 ` v5, lo que implica

´25µ “ ´5λ` 5, λ´ 10µ “ ´5λ` 1,

esto es λ´5µ “ 1, 6λ´10µ “ 1 y por lo tanto λ “ 1
4 , µ “

´3
20 . Se obtuvo w4 “

1
4v4´

3
20v5.

Análogamente, se tiene w2 “ 2v1 ´ 3v2 ` v3 y w1 “ 3v1 ´ 3v2 ` v3.
Aśı, si la base original B es la base canónica de C5, la base de Jordan es

tp3,´3, 1, 0, 0q, p2,´3, 1, 0, 0q, p4,´4, 1, 0, 0q, p0, 0, 0, 5, 1q, p0, 0, 0,
1

4
,

3

20
qu.
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