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Trabajo virtual y las ecuaciones de
D’Alembert

En este capitulo trataremos sistemas mecanicos con vinculos. Clasificaremos los distintos
tipos de vinculos y definiremos la variedad de configuracién del sistema como las posibles
“posiciones del sistema” compatibles con los vinculos. Las coordenadas generalizadas se
introduciran como una parametrizacién de esta variedad lo cual significa que son coordenadas
del sistema que resuelven los vinculos. Luego definiremos un desplazamiento virtual como
un desplazamiento infinitesimal del sistema sobre la variedad de configuracion a tiempo
congelado; no se trata de un desplazamiento real del sistema y servira para restringir el tipo de
fuerzas reactivas (o fuerzas desconocidas asociadas a los vinculos) que consideraremos. Sélo
trataremos con fuerzas reactivas que ante un desplazamiento virtual realicen trabajo nulo.
Al final obtendremos las ecuaciones de D’Alembert; basicamente se trata de las ecuaciones
de movimiento del sistema obtenidas de la segunda ley de Newton pero proyectadas de tal
forma que no aparecen explicitamente las fuerzas reactivas.

3.1 Clasificacion de vinculos

Consideremos un sistema de N particulas con masas {m,/a = 1,...,N}. Sus trayecto-
rias {r,(t) /a = 1,..., N} deben satisfacer las ecuaciones de movimiento que surgen de la
segunda ley de Newton

mete=F, ; a=1... N. (3.1)

Pero ademés de estas ecuaciones un sistema dinamico puede tener ecuaciones de ligadura
que limitan el movimiento de las particulas que lo componen. Las ligaduras o vinculos
son restricciones que debe satisfacer el conjunto de variables {ry,...,ry,T,...,Fy}. La
evolucion del sistema se obtiene de integrar las ecuaciones (3.1) respetando al mismo tiempo
los vinculos.

Como un ejemplo, si nuestro sistema de particulas esta
formado por dos particulas unidas a una barra sin masa de
longitud L debemos agregar a las ecuaciones de movimiento
la ligadura

‘I’l — I’Q‘ =1L. (32)

39
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Las ligaduras pueden clasificarse de muchas maneras y en esta seccion estudiaremos sélo
algunas de ellas. De acuerdo a si las ligaduras son desigualdades o no se clasifican en

Unilaterales (desigualdades)
Bilaterales  (igualdades)

Unilateral:| Se dice de una ligadura que es una desigualdad.

Por ejemplo si las particulas del sistema estan confinadas
en una caja esférica de radio R centrada en el origen deben
agregarse las condiciones o vinculos

ro] <R ; a=1,2 .. (3.3)

Se dice de una ligadura que es una igualdad.

Los vinculos bilaterales pueden escribirse en la forma

f(I'l,...,I‘N,I.'l,...,I.'N,t) =0. (34)

Como ejemplo de este tipo de vinculos tenemos la ligadura (3.2).

Los vinculos se pueden clasificar también por la forma como dependen del tiempo, en

reénomos (t explicito)
esclerénomos (¢ no explicito)

Es un vinculo que depende explicitamente del tiempo.

Un ejemplo de vinculo reénomo es el caso de una particula
obligada a moverse en un aro que cambia su radio con el
tiempo,

lr| = 22 +y? = R(t). (3.5)
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’Esclerénomo: Es un vinculo que no depende explicitamente del tiempo.

Se le llama también estacionario. Ejemplos de vinculos esclerénomos son (3.2) y (3.3).

Si un sistema tiene todos sus vinculos esclerénomos se dice de él que es esclerénomo, pero si
alguno de sus vinculos no lo es entonces el sistema es reénomo.

Otra forma de clasificar a los vinculos tiene que ver con su integrabilidad; en este caso se
dividen en
holénomos

no-holénomos

Holonomos:

Son vinculos bilaterales que no dependen de las velocidades.

Los vinculos holénomos son vinculos geométricos que se pueden escribir de la forma

f(ry,re, ...,y t) =0. (3.6)

Ejemplos son las ligaduras (3.2) y (3.5).

‘No-holénomos: Son vinculos que no se pueden escribir como vinculos holénomos.

Un ejemplo es el vinculo (3.3) por ser unilateral. Vinculos bilaterales no-holénomos
suelen aparecer cuando tenemos objetos que ruedan sin deslizar. Si el vinculo depende
explicitamente de las velocidades y no se puede integrar para obtener un vinculo que no
dependa de las velocidades entonces es no-holénomo.

Las ligaduras introducen dos tipos de dificultades en la solucién de los problemas meca-
nicos. En primer lugar, las ligaduras introducen més ecuaciones a tener en cuenta cuando
se resuelven las ecuaciones de movimiento del sistema. En segundo lugar, los vinculos estan
asociados a fuerzas desconocidas inicialmente (fuerzas de roce, normales, etc.) las cuales
deben obtenerse al resolver el problema.

Por ultimo un aspecto importante sobre los vinculos que debe ser tomado en cuenta
es que a escala “de particulas” los sistemas interactiian en base a fuerzas y al describir el
movimiento a esa escala no se requiere el uso de ligaduras. Las ligaduras aparecen a escala
“macroscédpica”’ como idealizaciones matematicas de partes del sistema que no conocemos o
no queremos tratar en detalle (como superficies o cuerdas). Imponer vinculos es un método
para tratar con agentes externos que aplican fuerzas inicialmente desconocidas al sistema.
Generalmente sélo se conoce el efecto geométrico de la accion combinada de estos agentes
con las fuerzas conocidas.
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3.2 Variedad de configuracion () para un sistema
holénomo. Coordenadas generalizadas.

Para definir la variedad de configuracion de un sistema de N particulas conviene introducir
previamente algunas definiciones y notaciones. Llamaremos (ry,...,rn) a los vectores de
posicién de las particulas que componen al sistema y {4, s, U3} a los vectores de una base
ortonormal cartesiana. Las coordenadas cartesianas de los vectores posicién son entonces
xéa) =r, - u;. Para tratar simultaneamente con el conjunto de todas las posiciones definimos
el objeto

X=(Xy,...,Xsy) = (r1,...,rN)
(3.7)

- (x%1)7 x%l)v x:(gl)v x%2)7 s 71%N)7 x?N)u x?N)) )

con ‘
Xi+3a—3 = $%a) . (38)

Asf como la posicién de cada particula es un vector de R?, r, € R3, el objeto que acabamos
de definir es un vector de un espacio vectorial de dimensién 3N

X eRW. (3.9)

Por medio de este vector estamos representando todo el sistema de particulas como un
punto del espacio R?*Y. Al vector X lo llamaremos “posicién del sistema de particulas”. En
ocasiones necesitaremos del producto escalar de dos vectores de R*Y. Dados los vectores

A/: (Ala 7AN) = (Ala "'7A3N>

B = (Bh 7BN> - (Bh ‘“7B3N>

definimos su producto escalar por

N 3N
A-B=) A,-B,=) AB. (3.10)
a=1 I=1

Regresemos a nuestro sistema de N particulas y supongamos que el sistema esta sujeto
a las siguientes K ligaduras holénomas:

fi(X,6)=0, I=1,.,K<3N. (3.11)



C. Di Bartolo Trabajo virtual y las ecuaciones de D’Alembert 43

Cada ligadura f; define una hipersuperficie (; formada por todos los puntos X que satisfacen
el vinculo, i.e.,

Qr={X eR*®™ /f,(X) =0} c R®, dimensién (Q;) =3N —1. (3.12)

Llamaremos @ a la regién o hipersuperficie de R3*V que satisface todos los vinculos, esto es
aquélla formada por todos los puntos que puede ocupar el sistema de acuerdo al conjunto
de vinculos, luego

Q=0Q,NQN...NQk C R¥. (3.13)

Denominaremos a esta hipersuperficie la variedad de con- to l
figuracién del sistema de particulas. Esta variedad no es
estatica si alguno de los vinculos depende explicitamente

del tiempo. Cuando se resuelvan las ecuaciones de Newton 73N— e

trayectoria del sistema

(tomando en cuenta los vinculos) la evolucion del sistema
en el tiempo podra verse como una curva sobre ().

Supondremos que las ligaduras son independientes en el sentido que

dimensién (Q) =3N — K =n. (3.14)

La dimensién de () recibe el nombre de nimero de grados de libertad independientes del
sistema. En la proxima seccién restringiremos el tipo de variedades () que consideraremos
imponiendo mas condiciones a las ligaduras f;.

Las “componentes cartesianas” del vector X no son independientes debido a las ligaduras
y por lo tanto pueden no ser las mas adecuadas para hallar la evolucién del sistema. Lo
mejor es encontrar un nuevo conjunto de variables, llamadas coordenadas generalizadas,
relacionadas intimamente con la variedad (). Para nuestro sistema dindamico definimos las
coordenadas generalizadas como un conjunto de n variables {q;(¢),... ,¢.(t)} que son una
parametrizacién de la variedad @); esto significa que existe una funcion vectorial

X =X(q1,--,qn, 1) (3.15)

que representa puntos de () para todo valor de las variables ¢, en su dominio y todos los
puntos de @ estan representados. Cuando se sustituye esta funcién en cualquiera de las K
funciones f;(X,t) éstas se anulan idénticamente sin proporcionar mas restricciones. Otra
forma de decir lo mismo es que la funcién (3.15) es una solucién a los vinculos del sistema
mecanico. Existen muchas parametrizaciones posibles para cada variedad () y notese que
a pesar de su nombre las variables generalizadas son un conjunto de variables adaptadas al
sistema particular que estemos tratando. Otro aspecto que es importante mencionar es que
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las coordenadas ¢, pueden tener distintas unidades unas de otras y no se dividen en grupos
de a tres, como las coordenadas cartesianas, para formar vectores.

En muchas ocasiones a lo largo de este libro se necesitara expresar la energia cinética del
sistema, T = > mq|fa|? /2, en funcién de las coordenadas generalizadas. Dejaremos como
un ejercicio para el lector mostrar que 7" puede escribirse como

T=Ty+T +T (3.16)
con

T, = % e %2 (3.17)

Ty = Y balg.t)da (3.18)

T = ZZ%gab(Q7t)QaQb (3.19)

a b
balg,l) = Zma%“-gz (3.20)
gan(a,t) = Zma%-%. (3.21)

Nétese que T; (i = 1,2,3) es una funcién homogénea grado i en las velocidades generali-
zadas. Si la transformacién de coordenadas generalizadas a cartesianas (3.15) no depende
explicitamente del tiempo entonces T' = T5.

Comentario 3.1 (Funciones homogéneas). Dada una funcién de varias
variables F' = F'(z1, ..., z,) se dice que es homogénea de grado A si y sélo si

¥ a positivo es  F(azy,...,az,) = a*F(zy,...,2,). (3.22)

A continuacién demostremos una identidad que necesitaremos en capitulos posteriores a
éste. Al derivar respecto al tiempo una funcién arbitraria f(q,t) se obtiene

ot = (3.23)

y de aqui la identidad (que llamaremos jocosamente la ley de la cancelacién de los puntos)
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0 . 0
aqaf(q’t) = 8qaf(q,t). (3.24)

Otra identidad que nos serd t1til en el futuro es

2 tat) = 2 (L pia) (3.25)
dt \ dqq O0qq \ dt

y dejaremos su demostracion como un ejercicio para el lector.

Para terminar esta seccion veamos algunos ejemplos de coordenadas generalizadas para
sistemas mecanicos ligados.

Ejemplo 3.1 (El péndulo plano).

En este ejemplo tenemos una particula (N = 1) y dos ligaduras (K = 2) dadas por

-
-
.-

z2=0 ‘ .
2ty =1 ’ :

N ] )
1 [y

S~

[
[
[
]

El niimero de grados de libertad esn =3N — K =1y la
variedad @ es el circulo descrito por m. Podemos tomar
como coordenada generalizada el dngulo ¢ € [—m, 7| del
dibujo. Las componentes de la funcién (3.15) en este caso
son

x=1lcosq, y=Isenq, z=0.

Ejemplo 3.2 (El péndulo esférico).

Aqui tenemos una particula (N = 1) y una ligadura (K = 1) dada por

?+yt 4+ =1
La variedad (@) es la esfera de radio [ que tiene dos dimen-
siones o grados de libertad (n = 2). Para parametrizar la
variedad podemos usar como coordenadas generalizadas los
angulos ¢ € [0,7] y ¢2 € [0,27) que aparecen en el dibujo
adjunto. Las coordenadas cartesianas de los puntos de () en
términos de las coordenadas generalizadas son

x = lsenqg; cosqs, Yy =lseng;senqy, 2z =1[cosq .
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Ejemplo 3.3 (Doble péndulo esférico).

Tenemos dos particulas (N = 2) y dos ligaduras (K = 2) que,
de acuerdo al dibujo adjunto y tomando origen en el punto de
suspension de la particula de masa m;y, se pueden escribir como

|I'1|:l1 y |I’2—I‘1|:l2.

Esto significa que hay n = 3N — K = 4 grados de libertad. La
variedad de configuracion es una hipersuperficie de dimension
4 inmersa en un espacio euclideo de dimensién 6, veamos que
podemos parametrizarla aun sin intentar visualizarla.

Es claro del dibujo que si tomamos como coordenadas generalizadas los éngulos ¢; € [0, 7],
q2 € [0, 7], g3 € [0,27) ¥ q4 € [0,27) sus variaciones independientes dan cuenta de todas las
posiciones permitidas por el conjunto de vinculos para las dos particulas.

3.3 Desplazamiento Virtual.

En esta seccion introduciremos el concepto de desplazamiento virtual que en la proxima
seccion jugara un papel importante en la solucion de los problemas con vinculos. También es-
tudiaremos el espacio tangente a la variedad () y restringiremos el tipo de vinculos holénomos
que trataremos.

Definimos un desplazamiento virtual como un desplazamiento en las variables X que se
realiza a t fijo y es compatible con los vinculos, i.e.,

X > X' =X+0X tal que f[()?',t) = f[()?,t) =0 VI. (3.26)

En un desplazamiento virtual no se toman en cuenta las ecuaciones de movimiento, por
lo cual no representan movimientos o desplazamientos reales de particulas. Veamos ahora
de otro modo el desplazamiento virtual. Un desplazamiento genérico e infinitesimal de las
variables X se escribe como

X=X —-X=¢T (3.27)

donde T es un vector de R*N y ¢ es un ntimero real infinitesimal. Para que este desplaza-
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miento sea virtual, osea se satisfaga (3.26), se deben imponer condiciones al vector T.
Debido a que en un desplazamiento virtual pasamos de un punto en la VariAe/dad Q@ a otro
muy cercano pero también sobre la variedad es claro que la condicién sobre T es que debe
ser tangente a la variedad () en el punto X. Pero mirémoslo con detalle. Supongamos que
las derivadas de los vinculos respecto a las variables X; existen, haciendo un desarrollo en
serie de Taylor es inmediato que

X )= fi(X+eT )= f1(X.t)+eT -V, (3.28)
donde
<. _ 0fi Of of
V=G i 8X;N> = (Voyft. Ve frn o Vi f1) (3.29)
Y 3
ofr
Vi fi = W{I) (3.30)
i=1 o

De acuerdo a (3.26) el desplazamiento es virtual si y solo si f;(X’,t) = f1(X,t) = 0, luego
de (3.28) se obtiene que

§X == T es un desplazamiento virtual < T -6f1|)~(€Q =0 VI=1,..,K. (3.31)

Si el vector V f[’)? €@ es distinto de cero entonces es perpendicular a la hipersuperficie Q;

en X. En consecuencia T es tangente a todas las hipersuperficies (; por lo cual T es
tangente a () en X. De ahora en adelante trataremos sélo con sistemas mecanicos cuyas
ligaduras satisfagan que los vectores V f;|X€9 existan y sean no nulos.

A continuacién definiremos un par de espacios vectoriales que nos ayudaran en el en-
tendimiento de nuestro sistema mecanico. El conjunto de todos los vectores tangentes a
la variedad @ en un punto X forma un espacio vectorial llamado el espacio tangente T3
definido por

TxQ={T eR™ /T -VpI*2 =0 vI=1.. K} (3.32)

El espacio ortogonal a T'3() lo llamaremos Nz() y esta definido por

K
NzQ = {VeR?’N/f/:ZAﬁm*EQ}. (3.33)
I=1
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Por tratarse de espacios vectoriales ortogonales se cumple que cualquier vector de R*V se
puede escribir como la suma de dos vectores, uno perteneciente a T5(Q y el otro a N3@Q.
Entonces

dimension(7'3Q) + dimensién(NzQ) = 3N . (3.34)

De ahora en adelante sélo trabajaremos con sistemas de vinculos independientes en el sentido
que los gradientes del conjunto {V f1]X €Q/I = 1,..., K} sean linealmente independientes;
esto significa que

dimension(N3Q) = Ky dimension(T3Q) = 3N — K . (3.35)

Esta condicién implica que los vectores {V f;])? €Q/I =1,..., K} son una base linealmente
independiente en N3 y que el espacio tangente en cada punto de la variedad @ tiene la
misma dimension que ésta.

A continuacién hallemos una base en el espacio tangente. Para ello aprovecharemos la
transformacion de coordenadas generalizadas a cartesianas (3.15). Definimos el vector

~ X ax
Ta(q7t):aq :aq )

(3.36)

donde la ultima igualdad proviene de la propiedad (3.24) (la ley de cancelacién de los puntos).
Una variacién arbitraria {dg} en las variables {¢} representa un desplazamiento infinitesimal
arbitrario de las variables X sobre la variedad @ y por lo tanto §X dado por

Z 5 dqa =3 T ol (3.37)

es un desplazamiento virtual arbitrario. Entonces los vectores {/7\:(1 /a =1,..,n} no sélo
pertenecen al espacio tangente en el punto (¢) o punto X(g) sino que ademds son una base

linealmente independiente en ese espacio. El que los vectores T , pertenezcan al espacio
tangente también puede comprobarse directamente:

(2)

- OXy Of 9 -
. X( ! ! =
T o Vi ; . Da. X1 8qafI(X<Q)’t>

pero f1(X(q),1) = 0, luego
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T o VHE@ =0 (3.38)

y de aqui se obtiene T o €T5Q.

3.4 Principio del trabajo virtual
y ecuaciones de D’Alembert.

En esta seccién enunciaremos “el problema fundamental de la mecanica”. Para eliminar la
indeterminacion en este problema impondremos la “condicién de suavidad” sobre las fuerzas
reactivas (o provenientes de los vinculos) y veremos que esto es equivalente a decir que estas
fuerzas no realizan trabajo virtual. Al final hallaremos las ecuaciones de D’Alembert que son
las ecuaciones de movimiento para las particulas del sistema, provenientes de la segunda ley
de Newton, pero escritas de tal forma que no aparecen directamente las fuerzas reactivas.

Consideremos nuevamente nuestro sistema de N particulas con K ligaduras holénomas
independientes dadas por

fi(X,t)=0 : I=1,..,K <3N. (3.39)

La existencia de ligaduras en general va acompafiada con la existencia de fuerzas desconocidas
asociadas a estas ligaduras, como por ejemplo la fuerza normal que aplica una superficie
impenetrable a una particula o la tensién en una barra que mantiene unidas a dos particulas.
Dividiremos a las fuerzas que actiian sobre las particulas en dos tipos: las fuerzas activas

Fa()z X, t) que son conocidas y las fuerzas reactivas Ra()N( X, t) que estan asociadas a las
ligaduras y son desconocidas. De acuerdo a la segunda ley de Newton las particulas del
sistema obedecen las ecuaciones

Male =Fo+Ry a=1 .. N. (3.40)

Dadas las condiciones iniciales deseamos resolver las ecuaciones (3.40) y (3.39) (en total
K + 3N ecuaciones) y hallar las coordenadas X (t) y las fuerzas reactivas R; (en total
3N +3N variables). Este problema se conoce como “problema fundamental de la mecanica”.
El problema esta indeterminado, tenemos mas incognitas que ecuaciones. Lo que ocurre
es que existen muchas fuerzas reactivas posibles que junto con las fuerzas activas hacen
que el sistema cumpla con las ecuaciones de movimiento y de vinculos. Para resolver esta
indeterminacién restringiremos las fuerzas reactivas que consideraremos; lo que haremos sera
escribir las 3N componentes de las R, en términos de sélo K variables. Definimos
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R=(Ri,....Ry) (3.41)

e imponemos la condicion de “suavidad”

R € N;Q. (3.42)

Recordemos que los vectores V f7|X€? son una base del espacio ortogonal N @, luego otra
forma de escribir la misma condicion es

K
R=Y"NVf*@ (3.43)
I=1
o equivalentemente
K K 3 o
R, = MV fr= Af——1U;. 3.44
VOl 2 Mo e

Nétese que con la condicién de suavidad estamos reduciendo el numero de incognitas de 3N
(las componentes de R) a K (nimero de factores A\;). La condicién de suavidad elimina
la indeterminacion en el “problema fundamental de la mecénica’, esto es, el conteo de
ecuaciones y variables coincide.

Existe todavia otra manera de escribir la condicién de suavidad usando los vectores del
espacio tangente (ortogonal a Ng()): para tratar con los sistemas mecdnicos que tienen
vinculos usaremos solo fuerzas reactivas que satisfagan

N
0=0X-R¥? = "Ro-0r, VOX=(or,...0ry) € TQ. (3.45)
a=1

variedad @)

Como en la expresiéon anterior 6X es un desplazamiento vir-
tual arbitrario, la condicion de suavidad cuando se escribe en
la forma (3.45) se conoce como “Principio del trabajo virtual”
y se parafrasea diciendo que

“Usaremos solamente fuerzas reactivas cuyo trabajo virtual _
neto sea nulo.” espacio tangente en X

A continuacién proyectaremos las ecuaciones dinamicas del sistema sobre el espacio tan-

gente para eliminar las fuerzas reactivas y al final obtendremos las llamadas ecuaciones de
D’Alembert. Sea
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{'Tvb GT)}Q/bzl,...,n}

la base del espacio tangente definida por (3.36) (aunque puede utilizarse una base arbitraria
en el espacio tangente). Los vectores de esta base pueden descomponerse en tri-vectores
asociados con cada particula como

~ o ~
Ty, = 8—X = (Twp - T (wp) (3.46)
v
Tep = Zov (3.47)
()b = aQb o .
En términos de estos tri-vectores la condicién (3.45) toma la forma
N
0=T4, R=) Ty Ra. (3.48)
a=1

Si se despejan las fuerzas reactivas de las ecuaciones de movimiento (3.40) y se sustituyen
en la expresién anterior se tiene

N N
0= Z T(a)b ‘Ro = ZT(a)b : (ma‘foz - Fa) =
a=1 a=1
N P N
Malo —Fo) 14 = Moto —Fo) T (ap =0 ; bzl,...,n. 3.49
;( ) % ;( )+ T (@ (3.49)

Si definimos el vector-3N de todos los momentos de las particulas por

P=(pi1,....pPn) (3.50)

la ecuacién (3.49) toma la forma

~ ~ ~ b ~ ),(v'
(P—F) - T,=(P—- )-8—:0 ;o b=1,...,n. (3.51)
dqy

Esta ecuacién, o equivalentemente la (3.49), junto con las ligaduras (3.39) forman un conjunto
de n + K = 3N ecuaciones que en principio permite obtener las 3N funciones r,(t); estas
ecuaciones se denominan ecuaciones de D’Alembert y en ocasiones se les llama “Principio de
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D’Alembert” o “forma Lagrangeana del principio de D’Alembert”. Si estamos interesados
en conocer las fuerzas reactivas podemos luego usar las ecuaciones (3.40) para hallarlas.
En el proximo capitulo usaremos las ecuaciones de D’Alembert para conectar el formalismo
Newtoniano con el formalismo Lagrangeano de la mecanica.





