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Mecanica Lagrangeana

En este capitulo se introduce la formulacion Lagrangeana de la mecdnica y se estudian
algunas de sus principales caracteristicas.

4.1 Ecuaciones de Lagrange

Al final del capitulo anterior obtuvimos las ecuaciones de D’Alembert para un sistema de
particulas con vinculos holénomos. Dichas ecuaciones no son méas que las ecuaciones de New-
ton proyectadas sobre el espacio tangente a la variedad de configuracion; una vez proyectadas
las ecuaciones desaparecen las fuerzas reactivas. En esta seccion reescribiremos las ecuaciones
de D’Alembert en términos de las coordenadas generalizadas, las ecuaciones resultantes se
conocen como ecuaciones de Lagrange.

_ Partamos de un sistema de N particulas con K vinculos holénomos, vector posicion
X € RN yn=3N — K coordenadas generalizadas {qi, ..., q,}. Las funciones X = X(q,t)
resuelven los vinculos y definen el espacio de configuracion (). A continuacion consideremos
el primer término del lado izquierdo en las ecuaciones de D’Alembert (3.50)

imi‘-a—r —im d— I'"a—I‘ —I"d— a—r
T 9gy = Ldt Y dg, ¢ “at \og, *) [

Debido a (3.24) y (3.25) esta ecuacién se escribe como

N N
. 0 d (. 0 . .0
magfoq - 7—Tq = Mo 75 |\ Yo 77 Ya | —TazTa
; A 2 {dt ( e ) 9q }

a=1

N
1 d 0 0 d 0 0
= - — 2 = V()= ——T— —T.
X:IZma{dtaq'b 8qb}(ra I'a) dt@qb 8qb

o=
Al sustituir esta relacién en (3.50) las ecuaciones de D’Alembert se convierten en

AT =0, : b=1,....,n (4.1)
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con
d 0 0
= —— — — 4.2
b dtaQb aQb ( )
y
S, I 0
O=F -Ty,=F - —X = F, —r,. 4.3
’ ’ gy Zl dqp ( )

Las ecuaciones (4.1) se conocen como ecuaciones de Lagrange. Sin embargo nosotros las
llamaremos Lagrange tipo-T (por energia cinética) para diferenciarlas de otra versién de las
mismas que escribiremos un poco mas adelante. Las cantidades © son las proyecciones de
la fuerza activa F' sobre el espacio tangente y se conocen como las componentes de la fuerza
generalizada. Debido a que las ¢ no tienen necesariamente dimensiones de longitud, las ©,
pueden no tener dimensiones de fuerza. En la mayoria de las ocasiones no existe ambigiiedad
respecto a cual variable estamos utilizando y simplemente escribiremos A, = A,,.

Si las fuerzas activas del sistema provienen de una funciéon potencial V' = V()? ), 1.e.

Fa - _V(a)vy (44)
podemos escribir que
F=-VV (4.5)
luego
~ 0 = ~ 0 = 0
F-—X=-VV.—X=——V(q,1).
Oy Iq Iq (.1

Aqui hemos definido V' (q,t) = V(X (q,t),t). De esta tltima ecuacién y de la definicién (4.3)
se consigue que la fuerza generalizada se obtiene del potencial por medio de

En este caso las ecuaciones (4.1) se convierten en

_ddL L

N =——F — — = b 1,... . 4.
b dt@qb aqb 0 ) 6{ ; 7”} ( 7)

Donde se ha definido
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Llg,g,t) =T — V. (4.8)

A la funcién L = L(q,q,t) se le llama Lagrangeano del sistema y a las ecuaciones (4.7)
ecuaciones de Euler-Lagrange. Soélo si el potencial no depende explicitamente del tiempo,
V = V(X), el sistema es conservativo. Las ecuaciones de Lagrange también son vélidas
cuando K = 0 y en este caso las coordenadas generalizadas pueden ser las coordenadas
cartesianas de las particulas que componen el sistema. Las ecuaciones de Lagrange son
equivalentes a las de Newton, sin embargo veremos que este nuevo formalismo tiene algunas
ventajas. Entre ellas estan el que usualmente facilita la obtencién de las ecuaciones de
movimiento y el estudio de las consecuencias de las simetrias del sistema. A continuacion
veamos algunos ejemplos de aplicacién de las ecuaciones de Lagrange.

Ejemplo 4.1 (Una particula).

Consideremos una particula de masa m sometida a una fuerza neta F y sin vinculos. El
espacio R? es el espacio de configuracién y podemos utilizar como coordenadas generalizadas
las coordenadas cartesianas de la particula: ¢, = x, cona =1,2,3.

a) Obtengamos la ecuacién de movimiento para la particula a partir de las ecuaciones de
Lagrange con energia cinética (4.1). La fuerza generalizada es igual a la fuerza sobre la

particula
Ox;
ZF T a7
— " 0qa
y su energfa cinética, T =m_ (d,)*/2 satisface
orT orT

=0
04q Y 9qq

= mq,

En consecuencia (4.1) conduce a la ecuacién de movimiento mg, = F,. Que por supuesto es
la segunda ley de Newton aplicada a la particula.

b) Supongamos ahora que la fuerza que se aplica a la particula proviene de un potencial, F =
—VV(r). Utilicemos las ecuaciones de Lagrange para hallar el movimiento. El Lagrangeano
del sistema L =T — V satisface las relaciones

oL _or _ oL oV
9 0de Y B¢, T 0qa

=F,.

Luego
i 0 I oL
dt 04, 0qa

=0 = mj,=F,.
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Ejemplo 4.2 (Una cuenta en un aro rigido).

Consideremos una particula de masa m obligada a moverse en
un aro rigido, liso, vertical y de radio R. La particula estd en
un campo gravitatorio constante con direccion ,, ver dibujo.
Este problema es equivalente al de un péndulo de vara rigida
y sin masa.

Utilizaremos coordenadas polares (r, ) para identificar la
posicion de la particula.

Este movimiento bidimensional tiene como tnica ligadura » = R. El sistema tiene un
solo grado de libertad y usaremos como coordenada generalizada el angulo 6. En términos
de la coordenada generalizada las energias cinética y potencial del sistema toman la forma

1 1 .
T = ém]i'ﬁ = imR292 y V = —mgRx = —mgRcosf .

El Lagrangeano del sistema es

1 .
L(¢g,) =T -V = imR292 + mgR cost

y satisface las relaciones

L L :
g—e = —mgRsenf y ?9—0 = mR*0.
Luego, la ecuacion de Lagrange
d oL 0L _
dtog 00

conduce a una ecuacion diferencial para la variable 6:

é+%sen0:0.

Notese que en la derivaciéon de las ecuaciones de movimiento no entré directamente en
juego la fuerza reactiva debida al contacto con el aro. Por 1ltimo podemos estudiar el
movimiento para pequenos angulos ¢ &~ senf. En esta aproximacion la ecuacién diferencial
anterior se convierte en

. g
0+=0=~0
+R

que corresponde a un oscilador arménico de frecuencia w? = g/R y perfodo 7 = 27 /w =
2m\/R/qg.
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Ejemplo 4.3 (Maquina de Atwood).

La figura muestra una polea sin roce y sin masa que se encuentra fija en un referencial inercial.
Dos bloques cuelgan de los extremos de una cuerda que desliza por la polea. Deseamos hallar

la aceleracion de los bloques utilizando el formalismo Lagrangeano.

Llamaremos [ a la longitud constante de la porcién vi-
sible de la cuerda. Del dibujo es claro que variando x (en- .. ......
tre 0 y ) los bloques ocupan todas las posiciones posibles 1
compatibles con los vinculos; esto significa que el sistema x
tiene un tunico grado de libertad y podemos tomar la va- 1
riable z como coordenada generalizada. Las coordenadas
cartesianas de las particulas en funcién de la coordenada
generalizada son my

T1= y @o=1—1x. ma

Luego la energia cinética, la energia potencial y el Lagrangeano se escriben como

1 ) . 1 )
T = §(m1m% + mzxg) = §(m1 + mg)(m)2 ,

V. = —mygry — magrs = —(myq — ma)gr — magl

1
L(z,2) = T-V = §(m1 +mo) ()2 + (M1 — ma)gw + magl .

La ecuaciéon de Lagrange conduce a

d .
s " =0 = [t ma)i] = (my —ma)g =0

de donde se obtiene la aceleracion que buscabamos

my —Mms

ma +m2

Ejemplo 4.4.

La figura muestra dos particulas de masa m cada una que
estan unidas por una barra rigida sin masa, de longitud L y
cuyo centro esta restringido a moverse en una guia inclinada
un angulo a respecto a la vertical. La guia estd fija en un refe-
rencial inercial y el movimiento de las particulas transcurre en
el plano vertical que contiene a la guia. En este ejemplo usa-
remos el formalismo de Lagrange para obtener las ecuaciones
de movimiento que rigen el sistema.
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El centro C de la barra es el centro de masa del sistema formado por las particulas y la
barra. Llamaremos ¢ a la distancia de C al origen y # al angulo entre la barra y la vertical.
Es claro que estas dos variables pueden usarse como las coordenadas generalizadas de este
sistema con dos grados de libertad. Calculemos la energia cinética partiendo de la expresién
(2.59) para la energia cinética de un sistema de dos particulas:

1 1
T = §M|I‘.cm|2 + §/J|I.'|2 .

La masa total del sistema es M = 2m, su masa reducida p = m/2 y la rapidez del centro de
masa || = 7. El vector posicion relativa entre las dos particulas es r. Dicho vector tiene
modulo L y gira con velocidad angular 8 luego

> =00, xr|> = L?§.

En consecuencia 1
T =m7rl+ 1mLQéQ.

La energia potencial del sistema es
V= gmuys + gmays = g(m1 + ma) Yom = 2Mg Yem = 2mg recosa,

donde hemos llamado Y al eje vertical. De las dos ultimas expresiones obtenemos el La-
grangeano del sistema

. 1 .
L(re,0,7¢,0) =T —V =m7? + m L?6? — 2mgr.cosa .

Por ultimo las ecuaciones de Lagrange conducen a las ecuaciones de evolucién para las
coordenadas generalizadas. Para la variable 6 se obtiene

d9L _OL _ d(l
2

doL _OL _ d (1 5\ _ -
Y, 50 = I m (9) 0 = 0 = constante

y para la variable r,

doL  OL
dtor. Or.

0 = 2mi.+2mgcosa =0 = .= —gcosa.

4.2 Lagrangeanos estandares.

En el formalismo Newtoniano un sistema mecédnico se puede definir dando las expresiones
de fuerzas que actian sobre las particulas que lo componen; la segunda ley de Newton
proporciona la evolucién del sistema. En el formalismo Lagrangeano podemos definir un
sistema mecanico dando la expresion de su Lagrangeano y las ecuaciones de Lagrange son
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sus ecuaciones de movimiento. Aunque las ecuaciones de Lagrange se derivaron a partir de
las ecuaciones de Newton podemos tomarlas como fundamentales. Podemos asumir que para
cada sistema mecdnico existe un lagrangeano L(q,¢,t), no necesariamente dado por (4.8),
tal que las ecuaciones de Lagrange proporcionan su evoluciéon. En muchos casos las simetrias
del sistema permiten determinar con mas facilidad condiciones sobre su Lagrangeano que
sobre las fuerzas que actiian sobre él.

Las ecuaciones de movimiento de Lagrange, al igual que las de Newton, son de segundo
orden. En principio ellas nos permiten calcular las aceleraciones a partir de las posiciones
y velocidades. Para verlo escribamos las ecuaciones de Lagrange de manera mas detallada

como 0*L oL 0*L 0*L
N N “a = <~ — N .a - . 4.9
2 50,05 = 9, ~ 2 300"~ 2i0g (49)

Estas ecuaciones pueden pensarse como un sistema de ecuaciones lineales en las aceleraciones
Ga- Obsérvese que las aceleraciones se pueden determinar de manera tnica en funcién de las
coordenadas generalizadas ¢, y velocidades ¢, si y solo si la matriz Hessiana, con elementos
de matriz 0*L/0q,0qy, es invertible; para que esto ocurra es necesario que el determinante
de esta matriz (o Hessiano) no se anule, esto es,

0*L
det | ——— 0. 4.10
‘ (aQQ6Qb) 7£ ( )

Los Lagrangeanos que cumplen con la condiciéon anterior se denominan Lagrangeanos
estandares. A menos que se diga lo contrario supondremos que los Lagrangeanos con los
cuales tratemos son estandares. La mayoria de los Lagrangeanos de interés que son definidos
por L = T — V cumplen la condicién de Hessiano no nulo pero muchos Lagrangeanos de
sistemas relativistas o de sistemas con infinitos grados de libertad (necesarios en teoria de
campos) no satisfacen esta condicién. Usualmente para el tratamiento de lagrangeanos no
estandares se utiliza el formalismo de Dirac (P.A.M. Dirac, “Lectures in Quantum Field
Theory”, Academic Press, New York, 1966).

Una descripcion total de un sistema se consigue conociendo su Lagrangeano y las condi-
ciones iniciales (como por ejemplo las coordenadas y velocidades generalizadas al instante
t = 0). Al resolver las ecuaciones de Lagrange con las condiciones iniciales se obtienen las
funciones q,(t).

4.3 Lagrangeanos equivalentes.

Hemos visto que la funciéon Lagrangeana L determina las ecuaciones de movimiento sin
ambigiiedad pero el reciproco no es cierto. Dos Lagrangeanos con las mismas coordenadas
generalizadas pueden originar ecuaciones de movimiento, distintas o no, que conduzcan a las
mismas soluciones. En ese caso diremos que los Lagrangeanos son equivalentes. Un ejemplo
trivial de Lagrangeanos equivalentes es el caso de los Lagrangeanos L y L' = cte L.
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En esta secciéon estudiaremos un caso particular de Lagrangeanos equivalentes: aquéllos
que conducen a las mismas ecuaciones de movimiento.

Dado un Lagrangeano L(q, ¢,t), demostremos que el Lagrangeano

Lela,0.1) = Lia.4.0) + 5 f(a.1) (a.11)

produce las mismas ecuaciones de movimiento. Apliquemos el operador diferencial Ay a la
funcién f(q,1t).

o dO (o _do (s~or. or\ of _d (or\ of
N0 = G55, (1) ~ 0, = o (Z TR at) o~ it o)~ o

y usando la identidad (3.25) se obtiene

d
Ay — t)=20. 4.12
En consecuencia (4.11) conduce a
Ay Le(q, G, 1) = Ay L(q, ¢, 1) - (4.13)
Esta tltima ecuacién es valida para cualquier conjunto de funciones {q; (%), ..., ¢,(t)} lo cual

significa que las ecuaciones de Lagrange de ambos Lagrangeanos son idénticas.

Comentario 4.1. Se puede demostrar que dos Lagrangeanos conducen a las
mismas ecuaciones de movimiento, esto es satisfacen (4.13), si y solo si se
cumple (4.11). Para la demostracién ver por ejemplo José-Saletan (1998).

4.4 Aditividad del Lagrangeano

Dos sistemas mecanicos no interactuantes pueden tratarse como un tunico sistema. En esta
seccion estudiaremos cémo se relacionan los Lagrangeanos de los tres sistemas.

Sea A un sistema mecdnico con coordenadas generalizadas {¢q,/a = 1, ...,n}, Lagrangeano
L4(q,q,t) y ecuaciones de movimiento

: d (0 0
AaLA(q,q7 t) = E (@LA) - aLA =0 ) a = ]., . (414)

Sea a su vez B un sistema mecdnico con coordenadas generalizadas {¢;/b = 1,...,n'}, La-
grangeano Lg(q', ¢, t) y ecuaciones de movimiento
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d (0 0
MLp(d, ¢ )= — | =L ) — =—Lp= ;o b=1,...,n". 4.1

El sistema global AUB esta gobernado por los dos conjuntos de ecuaciones (4.14) y (4.15).
Estos dos conjuntos de ecuaciones pueden obtenerse a partir de un tnico Lagrangeano. Si
definimos

LAUB(Q)Q7t> - LA(Q:Qat) + LB(qlvq/at) (416)

con

{Qu o Quin} ={ar -} U{aqr - g} (4.17)

es inmediato que las ecuaciones de Lagrange

. d 0 0 /
ACLAUB(Q7Q7t) = % (%LAUB) — @LAuB = O ) C = 1, ,n+n . (418)

son idénticas a las ecuaciones (4.14) y (4.15). Esto significa que L4yp es el Lagrangeano
del sistema completo. Similarmente si partimos de un sistema cuyo Lagrangeano se pueda
descomponer como en (4.16) entonces se puede tratar como dos sub-sistemas A y B inde-
pendientes.

Si estamos tratando con dos sistemas A y B que estan interactuando entonces el La-
grangeano del sistema global puede escribirse como

L(Q,Q,t) = Lalq,d,t) + Lg(q . d',t) + L1(Q, Q. ) (4.19)

donde L; es un término de interaccion. Como un ejemplo si consideramos un sistema de
dos particulas que interactian por medio de un potencial V'(|r; — ry|) entonces el término
de interaccién en el Lagrangeano del sistema es Ly = =V (|r; — ra|).

4.5 Constantes de movimiento.

Llamaremos constantes de movimiento (o integrales de movimiento) de un sistema mecanico
a funciones G(q, ¢,t) que toman un valor constante en el tiempo cuando se evalian en cada
una de las soluciones de las ecuaciones de movimiento del sistema. Pudiendo variar el
valor de la constante de una solucion a otra. El conocimiento de constantes de movimiento
para un sistema fisico arroja luz sobre su evolucién y simplifica el problema de resolver sus
ecuaciones de movimiento. A continuacién estudiaremos cuantas constantes de movimiento
independientes posee un sistema mecanico.
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Hemos visto que las ecuaciones de Euler-Lagrange son ecuaciones diferenciales de segundo
orden en las coordenadas generalizadas. La solucion general de estas ecuaciones,

Qo = QCV(017 ey OQnat)

4.20
QaZQQ(Cla---aC2nat)a ( )

depende de 2n constantes de integracién (Cy, ..., Cy,) con n el nimero de grados de liber-
tad, ellas pueden ser los valores iniciales de las coordenadas y velocidades generalizadas u
otras variables que sean constantes para el sistema (como su energia o alguna componente
del momentum angular). Al invertir las ecuaciones anteriores se obtienen 2n constantes de
movimiento independientes

Ci=Ci(q.q,t) , i=1,....2n. (4.21)

Es claro que esta inversion puede hacerse siempre, ya que de no ser asi significaria que exis-
ten ligaduras entre las variables (q, ¢, t) y las coordenadas generalizadas no podrian variarse
independientemente unas de otras. Decimos que estas constantes de integracién son indepen-
dientes unas de otras en el sentido de que para cada solucién de las ecuaciones de Lagrange
hay un unico valor para cada constante y viceversa, ese es el punto de partida al escribir la
solucién general (4.20). Que estas funciones sean independientes significa que no se puede
obtener una de ellas en funcion de las otras.

Ahora probaremos que el nimero maximo de integrales de movimiento es 2n. Sea
G(q, G, t) una integral de movimiento, al substituir en ella la solucién general (4.20) se obtiene
la funcién

9(C,t) = G(q(C,1),4(C,t),t)

y podemos escribir que G(q,q,t) = g(C(q,t),t). Por ser g(C,t) una constante satisface

) 0
Ozg(C,t)za—i,

luego G(q,q,t) = g(C(q,t)). Como G se puede escribir en funcién de las constantes de
movimiento C; significa que no hay més integrales de movimiento independientes. Conocer
2n constantes de movimiento de un sistema mecanico es equivalente a resolver sus ecuaciones
de movimiento ya que éstas se pueden invertir para obtener la solucién general (4.20).

En las proximas dos secciones veremos casos particulares para los cuales algunas de las
ecuaciones de Euler-Lagrange se integra trivialmente una vez para conducir a una constante
de movimiento.
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4.6 Momentum generalizado y coordenadas ciclicas.

Se define el momentum generalizado conjugado a la coordenada g, por

oL
Ia

Pa(q,4;t) = (4.22)

En términos de los momentos generalizados las ecuaciones de Euler-Lagrange toman la forma

dp,  OL
= . 4.23
dt  0qa (4.23)
Si en el Lagrangeano no aparece la coordenada candnica ¢,, esto es, si
oL
=0 4.24
90 (4.24)

decimos que ¢, es una coordenada ciclica o ignorable. Entonces debido a (4.23) se cumple
que el momento conjugado a una coordenada generalizada es una constante de movimiento
si y solo si la coordenada es ciclica.

El momentum generalizado no necesariamente coincide con el momentum lineal y en
muchas ocasiones sus dimensiones (o unidades) son muy distintas a masa por velocidad. A
continuaciéon veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.5 (Particula de masa m sometida a un potencial V(r)).

a) Si utilizamos las coordenadas cartesianas (xy, 2, 23) como generalizadas entonces el La-
grangeano del sistema y los momentos generalizados son

Notese que en este caso p; es la componente j del momento lineal de la particula. Este
momento sera una constante de movimiento si y solo si el potencial no depende de la coor-
denada z;.
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b) Tomemos ahora las coordenadas cilindricas (p, ¢, z) como generalizadas. De la expresién
(1.42)) para la velocidad de la particula en coordenadas cilindricas obtenemos que su energia
cinética es T' = m|[Z% + p? + p?¢?]/2; luego el Lagrangeano y el momento conjugado a ¢ son

1 .
L = §m[22 + 07+ p**] = V(p, g, 2)

oL ).
Pp = Zz=mpp=0L,.
® 8g0

En este caso p, es igual a la componente z del momentum angular y se conserva si el
potencial no depende del angulo ¢.

Los momentos generalizados de un sistema mecanico dependen del Lagrangeano que se

esté usando para describirlo. En efecto, si cambiamos a un Lagrangeano equivalente como
en (4.11),

. . d
LG(Q7Q7 t) = L(QuQat) + %f(qﬂf) )

L0 (4
Pa= 940 ~ P " 94, \ dt

y usando (3.24) (la ley de cancelacién de los puntos) se obtiene

of
0

se cumple que

Po =DPa+ (4.25)

4.7 La funcién energia.

A continuacion estudiaremos otra variable que en un ancho rango de sistemas es una cons-
tante de movimiento, se trata de la funcion energia o integral Jacobiana del movimiento de
un sistema mecéanico que se define como

. . 0L .
h(g,4,t) = an% ~ L= Gupa—L. (4.26)
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Para estudiar bajo qué condiciones es una constante de movimiento calculemos su derivada

temporal.
dh oL dL
a—zﬁ(a)—a
Z 8L . d 0L Za_L+3_L +3_L
=2 Iy, Ty 5, —~\ 93, " " 9¢,") "ot
Y ia_L _oL) _oL
~ A9, 9g.) ot
luego
dh ) oL
% = Za:qua L — E . (427)

De la ecuacién anterior se obtiene que sobre las ecuaciones de movimiento se cumple

dh 0L

B 4.2
dt ot (4.28)

En consecuencia, la funcion h es una constante de movimiento si y solo si el Lagrangeano no
depende explicitamente del tiempo.

Ahora veremos que bajo ciertas condiciones la funcién energia h es igual a la energia
del sistema £ = T + V. Consideremos un sistema mecéanico cuya energia cinética, energia
potencial y Lagrangeano sean de la forma

T=T,+T +Tp
L=T-V=T+T+T,~ Vi -V,

donde los subindices indican el grado de homogeneidad de las funciones en el conjunto de
variables ¢. Para la definicion de funciones homogéneas ver el comentario 3.1 en la pagina
44, el comentario que sigue enuncia una propiedad de tales funciones que usaremos pronto.

Comentario 4.2 (Teorema de Euler para funciones homogéneas). Si
F(z,...,2,) es una funcién homogénea de grado A en las variables 2z entonces

Zzl 821 (4.30)
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Usando el teorema de Euler para funciones homogéneas se encuentra que el sistema (4.29)
cumple con

anaL an anav—mwl V.

a

Luego su funcién energia es

oL
h = lo=——-—L =Ty =Ty + V[ 4.31
za:q a4, 2 — 1o+ Vo (4.31)
y en general no coincide con la energia £ =T + V. Sin embargo se cumple que

si T=Ty, y V=V(q) entonces h=FE=T+V. (4.32)

Esta condicion la cumplen muchos sistemas ya que la mayoria de los sistemas tienen po-
tenciales que no dependen de las velocidades y la condicion T = T, la satisfacen todos los
sistemas para quienes la ley de transformacién de coordenadas generalizadas a cartesianas
no dependa explicitamente del tiempo, X = X(q), ver ecuaciones (3.16 a 3.21).

La funcién energia de un sistema mecanico depende del Lagrangeano que se esté usando
para describirlo. En efecto, si cambiamos a un Lagrangeano equivalente como en (4.11),

. ) d
Le(Q?Qa t) = L<q7Q7t) + %f(QJf) )

el cambio en la funcion energia es

“(¢:q.t anpa Le —h+an oq. q,1)

luego

_,_9f
he=h—=". (4.33)

Comentario 4.3 (Aditividad de la funcién energia). La funcién energia
hereda la aditividad del Lagrangeano. Si tenemos

LAUB(Qv Q7 t) = LA(Q) (L t) + LB(qlv qlv t)

entonces es inmediato que

haup = ha+ hg. (4.34)
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4.8 Potenciales dependientes de la velocidad.
Particula cargada en un campo electromagnético.

En esta seccion mostraremos cémo se obtiene el Lagrangeano para algunos sistemas cuyas
fuerzas dependen de las velocidades. Luego aplicaremos el formalismo para escribir el La-
grangeano de una particula cargada, no relativista, en un campo electromagnético.

Consideremos un sistema mecanico en el cual la fuerza generalizada se obtiene de una
funcién potencial V' =V (q, ¢, t) como
ov. d oV

@b = AbV(q, q,t) = —a—qb + %8—(](, . (435)

De las ecuaciones de Lagrange tipo-T, AT = ©,, es inmediato que las ecuaciones de Fuler-
Lagrange se pueden escribir en la forma usual

L = T-V

4.36
AL = 0. ( )
Este potencial no es tnico, si el potencial se cambia de acuerdo a
d
V-V =V+ %f(q, t) (4.37)

entonces debido a (4.12) la fuerza generalizada no se altera y las ecuaciones de movimiento
tampoco.

Un ejemplo muy importante que cae dentro de esta categoria de potenciales es la fuerza
electromagnética sobre una particula cargada. Para demostrarlo partamos de las ecuaciones
de Maxwell en el vacio,

V- -B=0 (4.38a)
0B
E — 4.
V xE+ 5 0 (4.38b)
v E=2 (4.38¢)
€0
1 OE

con ¢ = 1/,/eopio la velocidad de la luz. La ecuacién (4.38a) se resuelve diciendo que B es
un rotor

B=V xA, (4.39)

donde A es llamado potencial vector. Al introducir esta ecuacién en (4.38b) se obtiene

8A.
X ( + t> 0,
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ecuacion que se resuelve diciendo que la cantidad dentro del paréntesis es un gradiente,

0A

De esta ultima ecuacion se obtiene el campo eléctrico

E=-Vj— (4.40)

A la funcién ¢ se le llama potencial escalar. Las otras ecuaciones de Maxwell sirven para
determinar el potencial electromagnético (¢, A) en funcién de las fuentes (p, J).

Una particula de carga ¢ y posicién r(t) en presencia de un campo electromagnético
experimenta una fuerza

F=gE+ixB)=¢ —V¢—%—?+rx(VxA) , (4.41)

donde todos los campos estan evaluados en el punto que ocupa la particula. Esta fuerza se
conoce como fuerza de Lorentz y a continuacién hallaremos una funciéon energia potencial
de donde derivarla. Para comenzar escribamos en componentes de una base cartesiana el
ultimo sumando del lado derecho en (4.41)

. 0A
[ V X A Z €leSCJ8]ml l Z(dméﬂ — 5il§jn>xj8—l
7,km,l Fin,l Ln
: 8Ai . OA )
—Z By ):r-ax'—(rV)Ai.
Luego la fuerza de Lorentz en componentes es
o) 0A  0A;
F—qgl— T WA
] R e e T ]
e, d
=q|— —1r-A)+—(—A
(g0 E )+ )
[0 d o
— gl o A) -
|- go-t Ay GO )]
Finalmente, de la ultima expresion, obtenemos que
Fi:_(?V +18V =NV, (4.42)
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donde la energia potencial (también llamada energia de interaccién) se define por

V(r,t,t) = qp(r,t) — gt - A(r,t). (4.43)

Tomaremos las coordenadas cartesianas como generalizadas. En este caso la fuerza de
Lorentz es la fuerza generalizada y concuerda con (4.35) y esto implica que el Lagrangeano
de la particula es

L(r,i,t) = %mh"]? —qo(r,t) +qi - A(r,1). (4.44)

Este Lagrangeano proporciona las ecuaciones de movimiento de la particula cargada pero no
proporciona las ecuaciones de Maxwell; decimos entonces que el campo electromagnético es
un campo externo. Se pueden agregar términos a este Lagrangeano que den cuenta de las
ecuaciones de Maxwell pero esto no podemos hacerlo aqui ya que el procedimiento requiere
extender el formalismo de Lagrange a sistemas con infinitos grados de libertad.

El momento conjugado a x; es

L
pi = gxz = mx; + qA; (4.45)

y es igual a la cantidad de movimiento de la particula mas un término adicional. Por su lado
la funcion energia es distinta a 17"+ V', en efecto

1
th‘-p—L:§m‘f‘|2—|—q¢. (4.46)

Para que h sea una constante de movimiento el Lagrangeano no debe depender explicitamente
del tiempo y esto implica que ¢ y A tampoco deben depender explicitamente del tiempo.

Por 1ltimo definiremos qué es un cambio de calibre en la teoria electromagnética y estu-
diaremos cémo afectan estos cambios al formalismo desarrollado. El campo electromagnético
(E, B) es invariante (no cambia) frente a cambios de potencial de la forma

A — A'=A+VA

o ) (4.47)
¢ - ¢—¢—§A-

A esta transformacion se le denomina “transformacion de calibre”. Clasicamente se piensa
que toda la informacién fisica estd contenida en el campo electromagnético (E,B). Un
cambio de calibre no cambia los campos y por lo tanto no cambia el problema fisico; el
potencial tiene informacién espiirea o no relevante.

Al realizar una transformacion de calibre el Lagrangeano (4.44) cambia de acuerdo a

L L’:%m!ﬂz—qqﬁ’Jrqi"-A’:L+Q%A+‘ﬁ“VA:L+%(qA)’
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esto es,
d
L — L'=L+ %f con f(r,t) =qA(r,t). (4.48)

Frente a un cambio de calibre el Lagrangeano transforma a un Lagrangeano equivalente de
la forma (4.11). Esto significa que las ecuaciones de movimiento para la particula cargada
no cambian y decimos entonces que las ecuaciones de Lagrange son invariantes de calibre.
De acuerdo a (4.25) el momento generalizado cambia como

p — p=p+V(). (4.49)

Comentario 4.4 (Calibre de Landau). Para el caso E = 0 y B constante
se puede tomar el calibre de Landau: ¢ =0y A = %B xr. Con esta eleccion de
potencial es inmediato que E = 0 y de la identidad V x (c xr) =2c—1r(V -¢)
se obtiene V x A = B.

4.9 Lagrangeano para el problema de dos cuerpos.

Consideremos un sistema aislado formado por dos particulas de masas {my, ms} y posiciones
{ry,r2} respecto a un sistema de referencia inercial S. Supondremos que la fuerza entre las
dos particulas es central y hallaremos el Lagrangeano del sistema.

La energia cinética del sistema viene dada por (2.59),

1 1
T = 5M|i-cm|2 + §M|1"|2. (4.50)

En la expresién anterior M = m; + mqy es la masa total, = mymsa/(my + my) es la masa
reducida, r., es la posicion del centro de masa y r = r; — ry es la posicion relativa de la
primera particula respecto a la segunda. Supondremos que la fuerza entre las particulas
proviene de una energia potencial V' (r) (con r = |r|) de acuerdo a

FLQ = —VV(?“) . (451)

En la expresion anterior el gradiente se toma respecto a la variable r. Todo esto conduce a
que el Lagrangeano del sistema sea

L. .
Lsistema = §M|rcm|2 + §,Uz‘r|2 - V(T) . (452)
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El Lagrangeano del sistema se puede escribir como la suma de dos Lagrangeanos inde-
pendientes:

LSistema - Lcm + L (453&)
1

LCM(rcnn I..cm) = §M|i‘cm|2 (453b)
1

L(r,t) = §,u|1'*|2 —V(r). (4.53¢)

El Lagrangeano L., proporciona las ecuaciones de movimiento del centro de masa. Las
variables en r.,, son ciclicas y esto conduce a que la velocidad del centro de masa sea cons-
tante. Note que este Lagrangeano es nulo si el referencial inercial tiene origen en el centro
de masa del sistema.

El Lagrangeano (4.53c) proporciona las ecuaciones de evolucién del vector r vélidas en
cualquier referencial inercial. Estas ecuaciones son iguales a las ecuaciones de evolucién del
vector posicion de la particula #1 que determina un observador no inercial con origen sobre
la particula #2 y con velocidad angular nula respecto a los referenciales inerciales.





