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6

Temas adicionales en el formalismo
Lagrangeano

En este capitulo desarrollaremos varios temas que se quedaron en el tintero cuando estudia-
mos las ecuaciones de FEuler-Lagrange. Ampliaremos el formalismo de Lagrange para incluir
fuerzas disipativas, fuerzas reactivas y cierto tipo de vinculos no holénomos dependientes
de las velocidades. Veremos como se comporta el formalismo frente a cambios generales de
coordenadas generalizadas y estudiaremos la relacion entre las simetrias del Lagrangeano
y las cantidades conservadas. Al final introduciremos un principio variacional del cual es
posible deducir el formalismo de Lagrange.

6.1 Fuerzas no conservativas.

En el capitulo 4 se obtuvieron ecuaciones de Euler-Lagrange para sistemas en los cuales todas
las fuerzas activas eran conservativas. A continuacion estudiaremos que forma adquieren las
ecuaciones cuando fuerzas activas no conservativas actian sobre el sistema.

Consideremos un sistema sobre el cual actian fuerzas activas no conservativas F"¢ y
fuerzas activas conservativas provenientes del potencial V(X). La fuerza neta activa que
actua sobre el sistema es

F=—VV+ [, (6.1)

De (4.3) obtenemos que la fuerza generalizada es

-~ 9X ~ 09X  ~  0X
Op=F  —=-VV.— 4 F™. —
’ oq oq oqp
oV
= ——— 4O =AV 4O 6.2
3qb+ b bV + 0O, (6.2)
donde
-~ 0X
pe=Fme. = 6.3
b 8(]b ( )

es la fuerza generalizada no conservativa. Al sustituir la fuerza generalizada en la ecuaciones
de Euler tipo-T, Ay/T = Oy, se obtienen las ecuaciones de Fuler-Lagrange para fuerzas no
conservativas

87



88 Mecénica Clasica C. Di Bartolo (Abril de 2003)

oL oL
AL = _9% e . L=T-V. 6.4
’ (6%) gy b (6.4)

A continuacién veamos como cambia en el tiempo la funcion energia. Esta funcién esta

d(}ﬁnlda p( T
7 Q(z ( )

a

y de acuerdo a (4.26) y a (6.4) su derivada temporal es
oL oL
= 'GAG,L _— = 'a@nc . 66
Ea q 5 E 4O~ 57 (6.6)

Si suponemos que la energia cinética es homogénea de grado 2 en las velocidades generaliza-
das, i.e. h es la energia, y ademas que el Lagrangeano no depende explicitamente del tiempo
entonces

dE e
— =2 0O (6.7)

Luego la energia puede no ser una cantidad conservada. Si dE/dt < 0 decimos que las fuerzas
©7¢ son fuerzas disipativas en cambio si dE/dt > 0 las denominaremos fuerzas impulsoras y
usualmente dependeran de t.

Ejemplo 6.1.

La figura muestra una cuenta de masa m restringida a
moverse en un riel vertical, circular y de radio R que se
encuentra en un medio viscoso. La fuerza viscosa sobre
la particula es

F" = —mKV = —mK Rfiy (6.8)

donde K es una constante positiva y V es la velocidad
de la cuenta.

El sistema tiene un grado de libertad y deseamos hallar la ecuacién de movimiento para
la coordenada generalizada . La fuerza generalizada no conservativa es
-~ 9X or
p=F" — =F". — 6.9
’ 00 00 (6.9

donde r es el vector posicién de la cuenta respecto al centro del aro. Para hallar dr/00
podemos aprovechar el hecho de que el vector esta rotando,

(9r_dr

or _ar;q _ 1 N
50— & 0 =wxrf = Riy. (6.10)
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En consecuencia la fuerza generalizada no conservativa es

On° = —mKR%. (6.11)

La energia cinética, la energia potencial y el Lagrangeano del sistema tienen las siguientes
expresiones:

1 .
T = §m(R0)2, V(6) = —mgRcost ,

1 .
L=T-V= Em(RQ)2 + mgRcos0 .

Luego

oL oL 9
20 = —mgRsenf 'y % mR°0.

Al final las ecuaciones de Euler-Lagrange (6.4) conducen a la siguiente ecuacién diferencial
para 0

5+Ké+%sen0:0. (6.12)

La energia del sistema

1 .
E=T+V(0) = Em(RQ)2 — mgRcost (6.13)

no se conserva. En efecto de (6.7) se tiene que

dFE . .
— =065 = -mKR*0* < 0. (6.14)

La energia va disminuyendo, cuando sea menor que
mgR los puntos de retorno (puntos de corte entre la en-
ergia y el potencial, en ellos la particula estd en reposo)
ocurriran para valores mas pequenos de 6 cada vez, ver
figura. La cuenta oscilara alrededor del punto mas bajo
(0 = 0) disminuyendo la amplitud de su movimiento y
al final quedara en reposo en dicho punto.
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6.2 Fuerzas reactivas en el formalismo de Lagrange.

Recordemos que las ecuaciones de Euler-Lagrange fueron obtenidas al proyectar las ecua-
ciones de Newton del sistema sobre el espacio tangente a la variedad de configuracién, este
proceso eliminé a las fuerzas reactivas de las ecuaciones de movimiento. Una forma de hallar
las fuerzas reactivas consiste en despejarlas de las ecuaciones de Newton luego de resolver
las ecuaciones de Lagrange. En esta seccion seguiremos un camino diferente para obtener
las fuerzas reactivas, modificaremos las ecuaciones de Euler-Lagrange de forma tal que no se
requiera regresar a las ecuaciones de Newton.

Partimos de un sistema de N particulas y x vinculos holénomos, i.e., con n = 3N — k
grados de libertad. Imaginaremos que estamos interesados en conocer las fuerzas reactivas
asociadas a algunos de los vinculos y en consecuencia dividiremos el conjunto de vinculos en
dos

: j=1,...K (6.15)
i=1,.. K =r—K. (6.16)

Sélo queremos conocer las fuerzas reactivas asociadas a los vinculos f. Debido a la condicién
de suavidad (o principio de los trabajos virtuales) podemos escribir la fuerza reactiva neta,

Rnetaa como
éneta = él + Ey (617)
donde

K’ K
i=1 j=1

Determinar la fuerza reactiva R equivale a determinar las cantidades );, a continuacion
veremos como determinarlas dentro del formalismo de Lagrange. Por lo pronto trataremos
a las fuerzas reactivas R como si fueran activas en el sentido de que usaremos coordenadas
generalizadas que resuelvan sélo los vinculos [,

X =X(qt) | fi(X(qt),t)=0 Vi, Vq. (6.19)

Esto significa que tendremos mas coordenadas generalizadas que grados de libertad ya que
todavia faltan por satisfacerse los vinculos f. Es claro que podemos usar las ecuaciones de
Lagrange tipo-t, (4.1), para obtener

AbT:@b ) b= 1,...,n+K (620&)

con

@b:(ﬁﬂfz)-a%z@{Jr@{. (6.20b)
b
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La fuerza reactiva generalizada asociada a los vinculos f se puede escribir como

af;

ol = PRV Py 6.21

’ 5% ; i 8% ; "0g,” (6:21)

por otro lado si las fuerzas activas provienen de un potencial, F = —6‘/()? ), entonces su
fuerza generalizada asociada es

- 9X =, 90X 9V
Of=F. —=_-VV.——=———=A\V. 6.22
’ Iq Iq s ’ ( )

Al sustituir estas fuerzas generalizadas en (6.20) y definir nuevamente el Lagrangeano como
L =T —V se obtienen finalmente las ecuaciones de Euler-Lagrange modificadas

MNL=> NZE  b=1,.n+K 6.23a
L=2 Ny, (6.23)
L@ =0 j=1..K. (6.23b)

El lector puede observar que se incluyen los vinculos f debido a que todavia no estan re-
sueltos. En definitiva contamos con n + 2K ecuaciones e igual niimero de incégnitas entre
coordenadas generalizadas y variables A(t). Estas ultimas variables se denominan multipli-
cadores de Lagrange.

Hay otra forma en la que se puede pensar estos resultados. Podemos imaginar que
tenemos un Lagrangeano L para un sistema que satisface las ligaduras { f/} y ahora queremos
aprovechar este Lagrangeano y la eleccion de coordenadas generalizadas para estudiar otro
sistema parecido al anterior pero con ligaduras adicionales { f;}. En este caso las ecuaciones
de Euler-Lagrange modificadas son las ecuaciones de movimiento del nuevo sistema

Las ecuaciones de movimiento (6.23) se pueden obtener a partir de un Lagrangeano en
la forma usual. En efecto si definimos un nuevo Lagrangeano por

K
Lf(Qv A g, )‘7t) =L+ Z )\jf]'(q7t) (624>

y tratamos a los multiplicadores igual que coordenadas generalizadas entonces las ecuaciones
de Euler-Lagrange
Aquf =0 y A/\ij =0 (625)

son equivalentes a (6.23), dejamos su demostracién al lector como un pequeno ejercicio.
Noétese que en la ecuacion anterior utilizamos la notacién original para el operador A e
indicamos la variable respecto a la cual se aplica y no solamente el subindice de la misma.
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Por ultimo observemos que se puede hablar de la fuerza reactiva asociada a un vinculo
particular digamos f;, esta fuerza es un vector de R*Y dado por

Efj = )\j%fj . (626)

Definimos también al tri-vector fuerza reactiva asociado a este mismo vinculo y que actia

sobre la particula a como ;
R(é) = )\jv(a)fj . (627)

Ejemplo 6.2 (Tensién en el péndulo plano).

. e

El péndulo plano de la figura estd formado por una vari-
lla rigida y sin masa de longitud R y una cuenta de masa
m, el conjunto esta sometido a una gravedad constante !
g. Usando el formalismo de Lagrange deseamos hallar la [
reaccién sobre la cuenta debida al vinculo que representa
la varilla, i.e. deseamos hallar la tension en la varilla. )

Para comenzar liberamos el vinculo, esto es , pensamos que no existe y tratamos el pro-
blema de la cuenta moviéndose con libertad en un plano vertical y sometida a una gravedad
constante. El origen lo colocaremos en lo que serd luego el punto de suspension del péndulo
y utilizaremos las coordenadas polares de la cuenta como coordenadas generalizadas. El
Lagrangeano para esta situacion es

. 1 .
L(r,0,7,0) =T -V = im[f“Q + 1260%] + mgrcost . (6.28)

A continuacién consideremos la ligadura

f(r,)=r—R=0 (6.29)

y escribamos el nuevo lagrangeano con multiplicadores de Lagrange

. 1 .
Li(r,0,\,7,0,\) =L+ \f = §m[7’“2 + 720%] + mgreosd + \(r — R). (6.30)

Ahora escribamos las ecuaciones de Lagrange. Comenzemos con la ecuacion para A,

d OL oL
0= Ayp, = L0k DLy

dt on O r= 1
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Ahora escribamos la ecuacién de Lagrange para r.

L : L
OLy = mb*r + mgcosh + Xy Q — mr
or or
d .
= 0=A,L;=— (mi*) — mb*r — mgcosh — \.

dt

De ésta ecuacién y usando la ligadura » = R obtenemos el multiplicado de Lagrange

A = —mlgcost + RO . (6.31)

La ecuacion de Lagrange para # proporciona la ecuacién de movimiento usual para el péndulo.

OLy _ 0Ly _

0 —mgrsend, 5 mrf, vy 0= ALy = 6+ %sen@ =0.

La tensién o fuerza de reaccion sobre la cuenta es

of., 1ga9) =\, = —m(RQ2 + gcosh), . (6.32)

R:/\Vf:/\<5ur+;80

Comentario 6.1 (El gradiente en coordenadas polares).

. o of
Vf'ur_vflg_ﬁr

. i, 1 or  10f
Vit =Vi55=2V1 5= "5

6.3 Inclusion de vinculos no holénomos.

En esta seccién ampliaremos el formalismo de Lagrange para incluir vinculos bilaterales que
dependen de las velocidades en forma lineal.

Supondremos que nuestro sistema de N particulas esta sujeto a los vinculos holénomos

fi(X. 1) =0; j=1,..,.K (6.33)
Fu(X,t) =0; j=1,.,K (6.34)
y a los vinculos no holénomos
~ A~ 3N ~ . ~
Vi(X, X ) =) ag(X )X +b(X,8)=0; (=1,...d, (6.35)

I=1
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todos ellos supuestos independientes unos de otros. Para que estos tultimos vinculos sean
realmente no holénomos debe cumplirse que

(aer)s — (aes)r # 0, (6.36)

sin embargo mas adelante veremos que en el formalismo no serd importante verificar si
realmente se cumple o no ésta condiciéon. También supondremos que hemos seleccionado
n = 3N — K’ coordenadas generalizadas, (q1, ..., ¢,), que resuelven los vinculos fi.e.,

)

fi(X(q,t),t) =0 Vj €[1l,K. (6.37)

Aqui n no es el nimero de grados de libertad del sistema.

Para lo que sigue seré 1til escribir los vinculos en funcién de las coordenadas generalizadas
y distinguir con claridad los vinculos evaluados en X de los evaluados en ¢. Para los vinculos
holénomos escribimos

filat) = [(X(q,t),)=0: j=1,...K. (6.38)

Los no holénomos requieren un poco mas de trabajo

Vi(g,4,t) = Vi(X (g, 1), X (g, 4, 1), 1)
3N
o~ Tox, 0X L
=Y au%0 [ S+ 2] + b Fia.0
J=1 T ¢
3N _ 6 8
=N Gy (X, 1) =2 (X, )2 + by(X t
JZlaéJ( )a %+Zaw )5 T 0e(X(a:%),0)
Finalmente tenemos
Vilg, 4, 1) = V(X (q,1), X (g, 1) Zagb q,t)do + by = 0 (6.39)
con
-~ 0X N 0X
azb(q,t)Edw(X,t)W: v b, t) =Y aw(X, t)a—tJere (6.40)
J=1

Vimos en un capitulo anterior que al incluir ligaduras en el sistema mecanico aparecen
fuerzas reactivas desconocidas que hacen que el problema se vuelva indeterminado. Para
sistemas con sélo vinculos holénomos eliminamos la indeterminacion escogiendo una fuerza
reactiva normal a la variedad de configuraciéon. Ahora tenemos vinculos no holénomos, estos
vinculos no pueden integrarse para obtener sélo relaciones entre las ¢'s (i.e. que no involucren
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a las velocidades generalizadas) y por lo tanto no definen hipersuperficies en el espacio de
configuraciones. Para incluirlos en el formalismo perderemos la imagen geométrica que nos
acompand hasta ahora, aunque nos inspiraremos en lo que ocurre cuando derivamos en el
tiempo un vinculo holénomo.

Si un vinculo holénomo, f; = 0, se deriva respecto al tiempo se obtiene un vinculo que
tiene la apariencia de un vinculo no-holénomo en el sentido de que depende linealmente de
las velocidades,

Zg)?x +afﬂ —=0. (6.41)
1

Por otro lado y debido a (3.24) (la ley de cancelacién de puntos) la fuerza reactiva asociada
a este vinculo puede escribirse como

\Of _\ of,

Ry, =
(R )I Aj (ij> JaXI J@XI'

(6.42)

Inspirados en este resultado definimos la fuerza reactiva en R*" asociada a los vinculos no
hol6nomos (6.35) como

(R"); = pe = peer(X, 1), (6.43)

donde p,(t) es un multiplicador de Lagrange que debe ser determinado dindmicamente.
Diremos que estamos extendiendo la “condicion de suavidad” para incluir cierto tipo de
vinculos no holénomos. En resumen la fuerza reactiva neta asociada a los vinculos holénomos
fj y no holénomos V, es

K d d
SO . . of; -
VY — fj \% j N
(R, = (ZR +>Y R ) Z)\j %" > pean(X.t). (6.44)
7=1 /=1 =1
La fuerza reactiva generalizada correspondiente es
o = w7 X S (o0 25 S e | 2
K d .
Of; OVi(q, 4 t)
=) N2+ ——ao 7 6.45
Z 794, Z fe ddy (6.45)

donde hemos usado la definicién de ag, (6.40). Por dltimo si las fuerzas activas provienen de
un potencial V, -
F=-VV o =ANV (6.46)
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entonces las ecuaciones de Euler tipo-T conducen a las ecuaciones de Euler-Lagrange para
vinculos no holénomos

3]2 : Vilg. g:t)
AL = Z)\ Z o b=1,...n. (6.47)

Estas ecuaciones deben complementarse con los propios vinculos,

fila,t) =0; j=1,..,K (6.4%a)

Va(g,4,t) = an(g, t)gy + by = 0; (=1,..d. (6.48D)

b=1

Tenemos entonces un sistema con n + K + d ecuaciones, de 6.47 a 6.48b, e igual nimero de
incégnitas dadas por {g, A, u}.

Por 1ltimo conviene hacer un comentario sobre los desplazamientos virtuales. Sea Q' la
variedad de configuraciéon formada por los puntos X que satisfacen los vinculos holénomos
f]’-, , un desplazamiento infinitesimal arbitrario en )" es un elemento del espacio tangente
dado por

— 0X )
0X =) a—qbéqb € TzQ' . (6.49)

b

Se suele definir un desplazamiento virtual como un desplazamiento § X para el cual las fuerzas
reactivas sean perpendiculares,

Z \; ij (5qb Z 0l (5qb =0 (6.50)

0X = ZZMzae1—5Qb Zﬂea4b5qb—0 (6.51)

Esto se parafrasea diciendo que las fuerzas reactivas no realizan trabajo virtual. Estas
ecuaciones imponen condiciones que deben satisfacer las cantidades d¢, para que 6X sea
un desplazamiento virtual. Notese que ain si no existen vinculos holénomos sin resolver
(vinculos f]) la ecuacién RV -6X =0 puede dar condiciones sobre los d¢,, esto significa que
la fuerza generalizada asociada a los vinculos no holénomos puede tener componentes sobre
el espacio tangente a la variedad de configuracion.

Ejemplo 6.3 (Aro que rueda sin deslizar).

Consideremos un aro homogéneo de masa M y radio R que, siempre vertical, rueda sin
deslizar sobre una superficie horizontal, ver dibujo siguente a la izquierda. El dibujo a la
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derecha presenta la misma situacion pero mostrada desde arriba, la linea curva orientada
representa una supuesta trayectoria del punto de contacto del aro con el piso. Deseamos
hallar las ecuaciones de Lagrange que rigen este sistema.

z z Y

Llamaremos:

c al centro del aro (también es su centro de masa) y (z,y, R) a sus coorde-
nadas cartesianas.

p al punto del aro que en un instante dado esta en contacto con el piso, sus
coordenadas cartesianas son (z,y,0). Todos los puntos p conforman la
curva orientada que se muestra en el dibujo anterior a la derecha.

1y al vector unitario tangente al aro en el punto p.

- Uy = Uy X U,. Es un vector unitario perpendicular al plano del aro.

0 al angulo entre 4y y u,.

¢ al dngulo subtendido entre una marca en el aro y el punto p del momento.

Tomaremos a las variables (z,y, 6, ¢) como coordenadas generalizadas y consideraremos
tres referenciales: el referencial inercial S con origen en O y ejes fijos (4, Uy, U, ), el referencial
Sem con origen en ¢y ejes fijos paralelos a los de S (referencial centro de masa) y el referencial
Saro con origen en c¢ y solidario al aro. Las velocidad angular entre S y S., es nula, para el
otro referencial se cumple que

W = WSarolscm = Wsar0|g = 9@2 — QOIALQ . (652)

La velocidad del punto ¢ en el referencial S es
V. = &, + yi, . (6.53)
Que el aro ruede sin deslizar significa que no hay velocidad relativa entre los puntos de

contacto del aro y la superficie sobre la que rueda. En nuestro caso eso significa que la
velocidad del punto p es nula en S. A continuaciéon veremos que esta condicién impone
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ligaduras no holénomas. Sea «a un punto arbitrario del aro y llamemos r., a su posicién
respecto a ¢y V, a su velocidad en S. Se cumple que

Va — Voz\Scm + Vc - Va|5aro + W x eq + Vc
= (0t — Pily) X Yoo + By + Yy - (6.54)

Cuando « es el punto p se tiene que V, =0y r., = —Ri., luego
0= (i, — piiy) X (—RiL,) + &y + Yity = —Rptiy + &1, + i,
= —R¢(cosbu, + senbu,) + i, + Yy, .

Obteniéndose los siguientes dos vinculos no holénomos:
Vi =& — Rgpcosh =0 (6.55)
Vo =9y — Rgsent =0 (6.56)

A continuacién hallemos la energia cinética y el Lagrangeano del sistema. Partimos de
la relacién

1 1

Sem (6.57)

donde la energia cinética en el referencial centro de masa viene dada por

1 1 .
T sem = 2 Zma|Va\Scm 2= 2 ZmaKeﬂz — Plig) X Tea?
1 . . S 1 : _
=5 Z Mma|ROsen(m — o)ty + 9R 1y, |* = 3 Zma [RQSerF(goa)@z + R*¢?

1 ., [2" M M MR22 M
L [t (Mag) + g - M s
5 Osen(sO) 5-de )+ B T T it

Cémo el potencial es constante obtenemos finalmente

MR?0> M
1 +7R2¢2. (6.58)

1
L:T:§M(§c2+yz)+

Las ecuaciones de Euler-Lagrange con vinculos (6.47) para este problema son

oV, A%
AbL = —1 + p2 —1 con gy € {l’, Y, 9) 90} : (659)
gy o
Dejaremos cémo un ejercicio para el lector la solucién de las ecuaciones de movimiento
(ecuaciones de Euler-Lagrange mas vinculos), en particular se puede demostrar que el centro
de masa describe en su movimiento un circulo o una recta dependiendo de las condiciones
iniciales.
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6.4 Transformacion de coordenadas generalizadas.

En esta seccion estudiaremos las consecuencias que tiene dentro del formalismo de Lagrange
una transformacién de coordenadas generalizadas. Cuando pasamos de coordenadas carte-
sianas a generalizadas, en los capitulos anteriores, no escogimos ninguin conjunto particular
de coordenadas generalizadas para desarrollar el formalismo de Lagrange, en consecuencia
es evidente que al cambiar de coordenadas generalizadas las ecuaciones de Lagrange man-
tendran su forma, se dice entonces que las ecuaciones de Lagrange son covariantes bajo
una transformacion de coordenadas. Sin embargo serd instructivo mostrar explicitamente
esta covariancia sin pasar por las coordenadas cartesianas y sin usar el hecho de que el La-
grangeano sea de la forma L =T — V. En esta seccion estudiaremos también las propiedades
de transformacién del operador diferencial A,,, del momento conjugado, de la funcién energia
y de las fuerzas generalizadas.

Comencemos estudiando el comportamiento del operador diferencial A,, frente a un cam-

bio de variables. Sea {Q1(t),...,Qm(t)} un conjunto de variables y f(Q,Q,t) una funcién
que depende de estas variables, sus velocidades y del tiempo. Recordemos que el operador
Ag, actia sobre esta funcién de la siguiente manera

. d [ of of
Ao f=— (5) ~ a0 (6.60)

Consideremos también otro conjunto de variables {q;(¢), ..., q,(t)} tales que Q = Q(q, ), no
pediremos que esta relacion se pueda invertir. Definimos la funcion

f(a.d:t) = f(Q(a:1), Q(a,d, 1), 1) (6.61)

se trata de la misma funcién f expresada en las variables q. Deseamos hallar la relacién
entre A,f y Agf, veamos el procedimiento.

A f_g(ﬁ>_g_z d (0f 0Q.\ ([ 0f 0Qu  Of 9Q
w dt \ Oqy oq — | di Q. Ody 0Q. gy 0Q, Ogy
pero usando la ley de cancelacion de puntos (3.24) y la identidad (3.25) obtenemos
d (0] 00, _ (0] Q.  of d (é@)
A, f = — [ = — + ———
o Ea:  dt <6Qa 8%) <3Qa gy 9Qq dt \ gy

_Z'g of \ 0Q.  9f 9Q.
- d\0Q, ) Oay  0Qa gy |
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Y finalmente obtenemos la relacion deseada

00,
hof = Yo ) (6.62)

Comentario 6.2 (Potencial dependiente de las velocidades). Como una
aplicacion inmediata de la ley de transformacion del operador A demostremos
que el potencial dependiente de velocidad es el mismo para una fuerza F que
para la fuerza generalizada correspondiente ©. En efecto

- NP ~ aX . 0X )
(F)x, = Ax,V(X,X,t) = 6, =F- P => (Ax,V) aqb] = A, V(g 4,t)
I

con V(q,q,t) = V(X( t), )?(q,d,t)at)-

Si en lugar de una funcién f arbitraria usamos el Lagrangeano de un sistema y suponemos
que el cambio de coordenadas generalizadas ¢ — @ es invertible entonces la ecuacién (6.62)
conduce a

aQa 7 aq
Ml =D (ML) 5t v Aol=) (AuL)zae. (6.63)
a b a
donde R . '
L(Q,Q,t) = L(q(Q, 1), d(Q, Q. 1), 1) . (6.64)
Luego R
A, L=0Va & Ag,L=0 Va, (6.65)

esto es, las ecuaciones de Euler-Lagrange mantienen su forma (son covariantes) bajo transfor-
maciones de coordenadas. También es interesante estudiar como transforman los momentos
conjugados y la funcién energia. Llamemos P, y p, a los momentos conjugados a las variables
Q. v q, respectivamente, luego

oL Z oL aQb Z 8_L oq
o aQa 04y 0Q, 7~ 04y 0Qa

por lo cual

a

oL g oL oQ,
e =-—=5 P . 6.66
Q ; b 20, Yy p 9da ; b 94a ( )

Para obtener como transforma la funcion energia usaremos el resultado anterior y el hecho
de que L = L.
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=S~ L= Y (z ) (Z % (”Qagj’f)) 1

o aQb aqq aQb aQa(Qat> 7
—Z&(Za an> ZP”aqa ok

a,b

_ZPbe L+ZPba§:’aqa %@, 1)

A continuacién obtendremos una identidad que nos permitira simplificar el tltimo sumando.
Sean las funciones g = ¢g(q,t) y §(Q,t) = g(q(Q,1),t), entonces

99— 99(a:t) 0q4(Q.1) | 0y(q,t)
Tl D e Tt e

Si ahora evaluamos para g = Q,(q,t) obtenemos la identidad buscada

0= Z aQ(;;q? t) aQa(g?a t) + angtq’ t) . (667)
Luego
.. 1) = 1(Q. Q1) ~ Y2 B, 22AED. (6.68)

b

donde h y h' son las funciones energia para las coordenadas ¢ y () respectivamente. Notese
que si el cambio de coordenadas no depende explicitamente del tiempo, @@ = Q(q), las
funciones energia coinciden.

Por 1ltimo completemos la seccion escribiendo como transforman las ecuaciones de movi-
miento cuando el sistema posee vinculos no holénomos. Consideremos un sistema mecanico
con Lagrangeano L(q, ¢,t), vinculos holénomos y no-holénomos dados por (6.48) y fuerza re-
activa dada por (6.45). Si realizamos una transformacién de coordenadas invertible ¢ — @ =
Q(q,t) el Lagrangeano para las variables ) viene dado por (6.64) y los vinculos expresados
en las nuevas coordenadas son

FQ.0) = [,(a(@,0),0) vy ViQ,Q,1) = Vila(Q,1),d(Q, Q, 1), 1) . (6.69)

De las identidades

af; af; dq B\ OV Dy OV, gy
_ Loy =S = 6.70
mazwmym% iy 90, iy OQa (6.70)

b
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es inmediato que la fuerza reactiva generalizada transforma de acuerdo a

d
Z%gga Z PRAACH) Vi( Q Q1) Z@b aagi' (6.71)

Debido a este resultado y a (6.63) obtenemos finalmente

Oqy

AQ(L'Z\; - é)a - Z(A%L @b)aQ

b

esto es, las ecuaciones de Euler-Lagrange con vinculos no-holénomos son covariantes,

Ag,L—6,=0VYa < A,LL—-©,=0 Va. (6.72)

6.5 Teorema de Noether Lagrangeano
(punto de vista pasivo).

Frente a ciertos cambios de coordenadas el Lagrangeano puede no cambiar en absoluto,
diremos entonces que el Lagrangeano es invariante frente a esa transformacién. En esta
seccion mostraremos que hay asociada una cantidad conservada con cada invariancia del
Lagrangeano, este resultado se conoce con el nombre de teorema de Noether Lagrangeano.

Partamos de un sistema mecanico con coordenadas {q,}, Lagrangeano L(q, ¢,t) y ecua-
ciones de movimiento A,L = 0. Consideremos una familia de transformaciones de coorde-
nadas, que dependa de un parametro continuo &,

q(t) = ¢ =4q(¢;t.e) /| q'(q,t,0)=q. (6.73)

Aqui nos interesaran solamente desarrollos hasta primer orden en el parametro ¢,

0-Ga = ¢, — qa = £falq,t) + 0(£%), (6.74)

donde {f.(q,t)/a = 1,....n} es algin conjunto de funciones. Este cambio induce una
transformacién en las velocidades generalizadas

d
q(t) = d /) dy=da+ Eafa + o(g?) (6.75)

0 si se quiere

idgqa , (6.76)

55 .a =q — 'a ==
q 4, — 4 dt
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esto es la derivada respecto al tiempo y la variacion para las variables ¢ conmutan.

Deseamos estudiar como cambia el Lagrangeano cuando en lugar de las variables ¢ susti-
tuimos las ¢, para ello comencemos definiendo la funcion

Le(g, 4, t) = L(q'(g,t,2),4(q, 4, 1,€), ) - (6.77)

Veamos brevemente la relacién entre esta funcion y el Lagrangeano en las nuevas variables,
ﬁ(q’ ,q',t), definido por (6.64). Para ello conviene escribir la transformacién de coordenadas
como una aplicacién del espacio producto cartesiano de la variedad de configuracién con el
espacio tangente sobre si mismo,

{e.q} — {d.¢}=F({ed}). (6.78)

Tenemos entonces que

L(F-'({g,d3):t) = L({q, d},t) = L(F-({q,4}), 1) (6.79)

A continuacién hagamos un desarrollo perturbativo de L. en el parametro ¢.

0L oL
L(q + (qu, q + 55q, t) =L —+ Z |:a—55qa —+ a(kqa} + 0(52)

oL d (0L d (0L )
_L+Z|: z-:Qa dt (a 65Qa) _%(aq.a)(;s(h] +0(€).

Luego

Ls(Qu q) t) = L(q + 55—:% q + 5547 t)

d oL
=L Z 4o L)0cqa + t( 90 5gqa>+o(52). (6.80)

Podemos definir la variacion

Le e=0
b.L=L.— L= 0 e+ o(e?) (6.81)
Oe
y escribir el resultado anterior como
d oL
5.L = — Ay, L)0-qo + 0:0a 2. .82
St dt( %q)mm 652

Siguiendo la nomenclatura de Saletan-Cromer, diremos que la transformacion (6.74) es
una cuasi-simetria si el Lagrangeano no cambia a menos de una derivada exacta en el tiempo
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y la llamaremos una simetria (un caso particular de cuasi-simetria) si el Lagrangeano es
invariante.

d
d-q es una cuasi-simetria & G/ 6.L = eaG(q, t) + o(e?), (6.83)
d-q es una simetria & 6.L =0+ o(c?). (6.84)

Ahora podemos enunciar el teorema de Noether: La familia de transformaciones infi-
nitesimales de coordenadas 0.q, = £f.(q,t) + 0(?) es una cuasi-simetria con G definido
por

L™ d
=26 (6.85)
si y solo si
) oL
Pg,d0) =) 5oful:t) - Zpafa (6.86)

es una constante de movimiento. Podemos parafresear el teorema con menos detalle: Por
cada cuasi-simetria del Lagrangeano hay asociada una cantidad conservada y reciprocamente
a cada cantidad conservada hay asociada una cuasi-simetria del Lagrangeano.

Ahora probaremos la condicién de necesidad del teorema y no la suficiencia. Una de-
mostracion completa del teorema puede encontrarse en ” Theoretical Mechanics” de Saletan
y Cromer. Partamos de que 6.¢ = €f(q,t) + o(g*) es una cuasi-simetria entonces de (6.82) y
(6.83) se obtiene que

LI ( aLf)-%G(q,t) = P = Y (A D (e

a

con I definido por (6.86). El lado derecho de la iltima igualdad se anula sobre las ecuaciones
de movimiento por lo cual I' es una constante de movimiento.

A continuacién estudiemos como cambia la expresién (6.86) de la constante de movimien-
to si realizamos una transformacién de coordenadas generalizadas. Sea ¢ — @ = Q(q,t)
un cambio de coordenadas entonces el cambio (6.74) en las coordenadas ¢ induce un cambio
en las coordenadas @,

55Qa =S Q; - Qa - aQa Z a a b“3 + 0 ) Fa(@a t) + 0(52) ) (687)
b

con

F Q)= Q4 o (6.88)
b
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Por otro lado de acuerdo a (6.64) el Lagrangeano en las nuevas coordenadas es L(Q, Q,t) =
L(q,q,t) luego 6.L = 0.L y esto significa que la existencia de la simetria no depende de las
coordenadas generalizadas elegidas. Veamos que la constante de movimiento obtenida por
medio del teorema de Noether es la misma para los dos conjuntos de coordenadas generali-
zadas. En las nuevas variables la constante de movimiento se escribe como

D(Q,Q.1) =T(q(Q,1),d(Q,Q,1), 1) = ¥ pafu— Gla(Q,1),1),

a

debido a (6.66) y a (6.88) se cumple finalmente que

[Q.0.0 =% (pbgfj;) fo— Gla(@ 0,0 = S BF, - Gla(@.1),1).

a,b

Estudiemos a continuacién que relacion existe entre las coordenadas ciclicas y el tema
de esta seccion. Llamemos () = ¢, a la n-ésima coordenada generalizada para n fijo. Una
transformacion en la cual sélo varie infinitesimalmente esta coordenada se escribe como

0oGa = cfa +0(e%) con fo=04n. (6.89)

Noétese que hacer una variacion en € implica variar () y es entonces claro que

8_[/6 e=0 B a—L
Oe 0Q

(6.90)

Como una consecuencia de esta igualdad y de (6.84) se obtiene que el Lagrangeano es in-
variante bajo esta transformacion si y solo si la coordenada () es ciclica. Sabemos que si
una coordenada es ciclica entonces su momento conjugado es una constante de movimiento,
esta constante de movimiento es la misma que se obtiene del teorema de Noether ya que
I' =), Pafs = pn. Podemos pensar en el teorema de Noether como una generalizacién de
la idea de coordenadas ciclicas.

6.6 Relacion entre la traslaciéon y rotacion de un
sistema y sus momentos lineal y angular.

En esta seccién veremos como los momentos lineal y angular esta relacionado con los momen-
tos conjugados a variables generalizadas que describen la traslacion y rotacion del sistema.
Utilizando el teorema de Noether encontraremos que los sistemas invariantes bajo trasla-
ciones o rotaciones tienen momento lineal o angular constante.
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Partamos de un sistema mecanico de N particulas que esta descrito con n coordenadas
generalizadas {q1, -+ ,qn}, siendo su Lagrangeano

. 1 .
L(g,¢t) =T =V = omglis]* = V(- 1n). (6.91)
B

Donde el vector posicion de cada particula es una funcién de las coordenadas generalizadas,
r3 =rg(q,t) y las ecuaciones de movimiento son A\, L = 0. A continuacién consideremos la
transformacién infinitesimal

dsQa = qz/z — o = 5fa(Q> t) + 0(52) ) (692)

donde ¢ es un pardmetro infinitesimal y constante. Esta transformacion induce cambios en
las posiciones y velocidades de las particulas dados por

, or
0ery = 1a(dt) — ralg,t) = Y aqﬁ fa+0(€%), (6.93)
: d , d
0cts = o (15(d',t) = r5(q,1)) = = 075 (6.94)

Estas transformaciones inducidas se realizan a tiempo fijo y respetan cualquier vinculo que
eventualmente estén resolviendo las coordenadas generalizadas. Para lo que sigue sera de
utilidad contar con las variaciones inducidas en las energias cinética y potencial del sistema
de particulas. Para la energia cinética se cumple

d
5ET = Z mg’l.“,g . (557;/3 = Z Tng’l.“/g : E (SETg y
B B

luego
5T =¢Y mgr 4 ) 95 ¢ ) 4 o(e?) (6.95)
c 5 AU at - g, " “ ' )

La energia potencial satisface

0V =) V.V g,
B

de donde se obtiene

0V =) V, V- (Z g’;ﬁ fa> +o(e?). (6.96)
B a “
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También serd util expresar los momentos candnicos en términos de las posiciones de las
particulas y sus derivadas,

oL OT . Oy
Pa= 5e = B0 = > mgis -

pero debido a la "ley” de cancelacién de puntos (3.24) se obtiene

. Or
= mgiy- 5 Ey (6.97)
3 qa

Definiremos el “momento de la transformacion” como una combinacién lineal de los
momentos conjugados a las variables g pesadas con las cantidades f que definen a la trans-
formacion,

q Q7 Zpafa Zm,@rﬁ 8 (698)

Donde hemos usado (6.97). Debido a (6.86) este momento es la cantidad que se conservaria
si el Lagrangeano es invariante ante la transformacion (6.92).

Traslaciones: A continuacion veremos que cuando la transformacion de coordenadas ge-
neralizadas induce una traslacion del sistema de particulas entonces el momento de la trans-
formacion (6.98) estd relacionado con el momento lineal del sistema.

Supongamos que la transformacién de coordenadas generalizadas (6.92) produce una
traslacién infinitesimal del sistema en la direccién é (supuesta constante en un referencial
inercial), i.e

Scrg =cé+o(e?). (6.99)

Donde ¢ es una distancia infinitesimal. De acuerdo a (6.93) se cumple entonces que

Zarﬁ —¢ V8. (6.100)

Usando esta relacion en (6.98) obtenemos que el momento de la transformacién es el momento
lineal total del sistema en direccion la é,

Q7 Qa Zpafa Z mﬁi‘ﬁ €= Protar - €. (6101)
B
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Comentario 6.3. Si la traslacién del sistema en una direccién é ocurre al
variar una unica coordenada generalizada, digamos que sea la coordenada m-
ésima, esto es

Q;nZQm+5+O(52) ) fazéa,ma

entonces de acuerdo a (6.101) el momento conjugado a esta variable es el
momento lineal total del sistema en la direccién é,

Pm = PTotal ce.

A continuacién estudiemos bajo que condiciones se conserva el momento (6.101). Al
substituir (6.100)en (6.95) y (6.96) obtenemos como varfan las energias cinética y potencial
frente a la traslacion,

6.T = o(e?), 6.V =¢ Z V.,V é+o(e). (6.102)
B

La energia cinética es invariante frente a traslaciones del sistema. Entonces, de acuerdo al
teorema de Noether, basta que la energia potencial sea invariante frente a una traslacién del
sistema en la direccion é para que el momento lineal total en esa direcciéon sea una constante
de movimiento. Para un sistema cerrado de particulas la homogeneidad del espacio implica
que su potencial y por lo tanto su Lagrangeano son invariantes frente a traslaciones por lo
cual el momentum total se conserva.

Rotaciones: A continuacién estudiemos la relacién existente entre las rotaciones del sis-
tema y el momento angular.

Vimos con anterioridad, (1.19), que si B’ es el vector rotado de B un dngulo dyp en sentido
antihorario (rotacién positiva) alrededor de un eje en direccién n entonces a primer orden

en dy se cumple
B'=B+dpnxB.

Supongamos ahora que la transformacién de coordenadas generalizadas (6.92) produce una
rotacién antihoraria del sistema, de dngulo €, alrededor de un eje fijo que pasa por el origen
y tiene direccion n. De acuerdo a la relacion anterior se cumple entonces que

S.rg=cen x1g+0(e%). (6.103)

Notese que estamos cambiando la posicion de las particulas sin cambiar el origen de coorde-
nadas (rotacién activa). De acuerdo a (6.93) se cumple entonces que

or )
> aqf fo =N Xrs (6.104)

a
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En consecuencia el momento de la transformacién (6.98) es

Pf(q,q,t) EZpafa:Zmﬁi'ﬂ-(ﬁxrﬁ) = (ngrﬁ ng) -
a B B

=Lo-n. (6.105)

Esto es, la componente en direccion n del vector momento angular neto del sistema respecto
al origen (vector Ly).

Comentario 6.4. Si el sistema rota en sentido antihorario un angulo ¢ alrede-
dor de un eje que pasa por el origen y tiene direccién n cuando se varia
Unicamente la coordenada generalizada m-ésima, esto es

¢ =qm+e+0o(E®) i fo=0am,

entonces de acuerdo a (6.105) el momento conjugado a esta variable es la
componente en direccién n del momento angular del sistema respecto al origen,

pm:Lo'ﬁ.

Veamos ahora bajo que condiciones se conserva el momento (6.105). Debido a (6.104),
(6.95) y (6.96) las variaciones de las energias cinética y potencial frente a la rotacién son

d
0T =2 mprg- — (A X 15) + 0(e%) =en- Y mgrg x 75+ o0(c%) = o(c?),  (6.106)
B B

0.V =Y V., V(i xrg)+o(e?) =ei-Y 15x V,,V+o(e). (6.107)
B B

La energia cinética es invariante frente a rotaciones del sistema y (de acuerdo al teorema
de Noether) entonces basta que la energia potencial sea invariante frente a una rotacién
del sistema alrededor de un eje que pase por el origen para que la componente del momento
angular respecto al origen y paralela al eje sea una constante de movimiento. Para un sistema
cerrado de particulas la isotropia del espacio conduce a que su Lagrangeano sea invariante
frente a rotaciones por lo cual el momento angular neto se conserva.

6.7 Algunas técnicas del calculo de variaciones.

En esta seccién desarrollaremos algunas técnicas del calculo de variaciones que usaremos mas
adelante para deducir en una seccién posterior la mecénica Lagrangeana y mas tarde aun,
en otro capitulo, la mecanica Hamiltoniana a partir de un principio variacional.
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Consideremos una funcional J que depende de un conjunto ordenado de n funciones
variables,

Y(z) = [(2), . yn(x)], con yi(z) :R — R, (6.108)
dos variables reales (1, x2) y de la forma
J&%mz/f&imx (6.109)

V(@) = [j1(2), .y gm(2)],  tal que yi(x)zﬁi. (6.110)

La funcién de 2n-+1 variables f es fija. Se supone que tanto f como las funciones y; () son dos
veces derivables. Notese que dadas las variables x; la funcional J depende de todos los valores
que las funciones y;(x) tomen en el intervalo [z, z5]. Estamos interesados en determinar los
conjuntos de funciones Y (z) que conduzcan a un extremal de J con xy, x5, Y (21) y Y (22)
fijos.

Este problema puede verse de otra manera. Sea el
espacio &,41 (de n + 1 dimensiones) formado por todos
los valores posibles de las (n 4+ 1) — plas [Y(z),2] =
(Y1, -, Yn, ). En este espacio el conjunto de funciones
Y (z) representa una curva parametrizada con z. Del
conjunto de todas las curvas con los mismos extremos

pr = (V(@1),01) y p2 = (V(2),2) queremos determi-
nar cudles conducen a un extremal de J (ver figura).

Dada una curva Y consideremos la familia de curvas

Y.(z) =Y (x) +em(x), (6.111)

donde ¢ es un pardmetro infinitesimal real (¢ < 1) y las funciones m(x) son arbitrarias pero
con segunda derivada continua. Definimos la variacién infinitesimal de la curva original como

§Y (2) = Yo(x) = Y(z) = emn(z), (6.112)

nétese que 0Y (z) es funcién de € y del conjunto de funciones m pero no suele indicarse
explicitamente. Cuando se habla de una variacién arbitraria Y se estd pensando en un
cambio arbitrario en € o en el conjunto de funciones m. Se cumple que

5V (2) = Volz) — V(z) = efifa) = - (V@) - (6.113)

A continuacién evaluemos la variacién del funcional J inducida por la variacién Y .



C. Di Bartolo Temas adicionales en el formalismo Lagrangeano 111

0J = J[}Z,Il,xg] - J[?,Qfl,.ﬁg]

_ / 5 fda = / Z{af Lot 5%} dz + orden(c?),

integrando por partes llegamos a la siguiente identidad

B of d [of
=[5 |5~z (i) oo + 32 o

i

+ orden(e?). (6.114)

T2
x1

Nuestro problema de variaciones original requiere que las variaciones se anulen en los
extremos, dy;(z1) = dy;(x2) = 0, y esto impone a las funciones m la restriccién m(z,) =
m(z) = 0. Con esta condicion la variacion (6.114) se convierte en

6J = / Z [a% (25)} oy, d 4 orden(e?) . (6.115)

Esta tltima variacién puede escribirse todavia de otra forma. Como

e=0

d + o(g?) (6.116)

5J - J[}Z,xl,‘%‘g] - J[}A}uxlwxﬂ =& |:d_5‘](}/€7x17x2):|

entonces (6.115) toma la forma

d ~
d_g‘](}/éﬁ X1, x2

/ Z[({)yz dx (g;)}midx. (6.117)

Para hallar las ecuaciones que debe satisfacer la curva que hace extremal a J usaremos
el teorema fundamental del célculo de variaciones.

Comentario 6.5 (Teorema fundamental del cdlculo de variaciones).
Sea F'(z) un conjunto de funciones integrables que satisfacen

/MZE(ZE) () dr =0 (6.118)

para cualquier conjunto de funciones integrables m(x) que satisfagan m(z;) =
m(xy) = 0 entonces F(x) =0V € [x1,29].

Que la curva, o conjunto de funciones, Y sea un extremal de J con extremos fijos significa
que al evaluar en Y la ecuacion anterior esta debe anularse para cualquier m que se anule
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en x; v x3 y debido al teorema fundamental del calculo de variaciones se cumple que Y es
un extremal de J (con bordes fijos) si y sélo si

_d [(of\ of _ .
A, f= o (ay) o0 0 Vie{l,..,n} y Vzelr, . (6.119)

A continuacion trataremos otro problema. Nuevamente deseamos hallar una curva Y que
sea un extremal de J con extremos fijos pero ahora sujeta a los vinculos

¢r(Y(z),2)=0 ; I=1,..K <n. (6.120)

Una variacién en la curva Y a extremos fijos induce una variacion en el funcional J dada
por (6.115) pero en esta ocasién las variaciones dy; no son independientes y no podemos
usar, por ahora, el principio fundamental del calculo variacional. Debido a los vinculos las
variaciones 0y; estan sujetas a las condiciones

Sdr=Vor-0Y =0 ; I=1.,K. (6.121)

Donde las componentes de %qﬁi son las derivadas parciales de ¢; respecto a las funciones ;.
Supondremos que los vectores V¢ existen y que los vinculos son independientes en el sentido
de que estos vectores son linealmente independientes. La condicién (6.121) entonces indica
que §Y pertenece al sub-espacio ortogonal al sub-espacio generado por los ng[ Podemos
resolver los vinculos (6.120) introduciendo coordenadas generalizadas {q,, b =1,...,n — K}.
Entonces Y = Y (¢(z), ) y su variacién compatible con los vinculos es

5 6.122
Z 500 (6.122)
donde las variaciones dg, son independientes. Al sustituir esta variacion en (6.115) se obtiene
o g d d 12
J= / Z[@yZ x(@y,)} o @ dz + orden(e”) (6.123)

y usando el teorema fundamental del calculo de variaciones obtenemos que la condicion
necesaria y suficiente para que Y sea uno de los extremales buscados es

of d [(of\] Oy _
Z L?i Cdx (agﬂ azb =0 & Z(Ayif) (6Y); =0, (6.124)

donde Y es un vector arbitrario del sub-espacio ortogonal al espacio vectorial generado por
los V¢;. En consecuencia esta condicién significa que el vector A f es una combinacion lineal
de los vectores Vory, i.e.,

d (0f\ Of <~ 001 .
%(8yi>_8yi_ZA10yi ci=1,..n. (6.125)

I=1
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Este conjunto de n ecuaciones junto con los K vinculos (6.120) determinan a los multipli-
cadores A;(z) y al conjunto de funciones y; extremales del funcional J.

Ejemplo 6.4 (Braquistécrona).

Una cuenta de masa m desliza sin fricciéon por un alam-
bre contenido en un plano vertical. Hallaremos qué
forma debe tener el alambre para que, partiendo del re-
poso, sea minimo el tiempo empleado por la particula en
ir entre dos puntos p; y pg arbitrarios pero fijos. La curva
descrita por el alambre se denomina braquistocrona.
Tomaremos los ejes cartesianos como se indican en la
figura y las coordenadas de los dos puntos seran p; =

(070) Y P2 = ($2,y2)-

b1 Yy

A partir de la conservacién de la energia hallaremos una expresién integral para el tiempo
que tarda la cuenta en ir entre los dos puntos por una curva cualquiera. Luego usando el
calculo de variaciones obtendremos aquella que proporcione el menor tiempo.

De la conservacion de la energia despejamos la rapidez de la cuenta,

1 dl
E:§mV2—mga::0 = V:\/ngzﬁ,

con dl el elemento de longitud. Si parametrizamos la curva con la variable z el elemento de
longitud y el tiempo que tarda la cuenta en recorrerlo se escriben como

d
dl = \/dx? 4+ dy? = \/1 + (y)2dz con ¢ = d—y (6.126)
T
di / : 1+ (y')?
= — = =4 —. A2
dt =3 = fly,y,2)dz con  f(y,y', ) 29z (6.127)

Dada una trayectoria y = y(x) entre los dos puntos p; y ps el tiempo que tarda la cuenta en
recorrerla es

T2
tlgz/dt:/ fly, v, x)dx (6.128)
x1=0

y no depende de la masa de la cuenta. La trayectoria que hace extremal al tiempo ¢;5 (en este
caso un minimo) satisface la ecuacién de lagrange A, f = 0. Esta ecuacién puede pensarse
como la ecuacion de un sistema dinamico con lagrangeano f y la variable x jugando el papel
del tiempo. Siguiendo esta analogia ndtese que la variable y es ciclica y por lo tanto se
conserva su momento,

of 1+ ()) 2

gy = = Tﬂ’zcte = (y)?=ctex[l+ (y)%



114 Mecénica Cldsica C. Di Bartolo (Abril de 2003)

la ultima constante la escribiremos como cte = 1/(2a) y obtenemos

(d—y>2 ‘ (6.129)

dr) ~ 20—z

Para resolver esta ecuacion conviene hacerlo de forma paramétrica,

2 2

1—
r =all —cosl] = (%) = <@ asen@) =a’ Tzzzz sen’f
dy _

=G

+a(l —cosf) = y=ta(f—send) + cte,

la solucién con signo negativo se obtiene de que tiene el signo positivo cambiando de signo a
asi que podemos desecharla sin perder generalidad. La constante la obtenemos tomando z =
0y y=0en#=0. Finalmente obtenemos que la versiéon paramétrica de la braquistécrona
es

x = a[l — cost] -
(6.130) 1 15/ 2 ]y

y = ald — send] .

Se trata de la ecuacion paramétrica de una ci- k
cloide. La grafica a la derecha muestra tres x y==ua
braquistécronas con a = 1,1.5,2 y 6 € [0,27], N
como referencia se muestra la recta y = .

Ejemplo 6.5 (Geodésicas de una esfera).

Dados dos puntos arbitrarios sobre una superficie S se
denomina geodésica de la superficie entre esos dos pun-
tos a la curva (o curvas) sobre S que une a los dos puntos
y tiene la menor longitud. En este ejemplo hallaremos
las geodésicas de una esfera de radio R.

Para identificar los puntos sobre la esfera usaremos
los angulos 6 y ¢ usuales de coordenadas esféricas.

Describiremos una curva sobre la superficie como una funcién 0(p) y hallaremos una
expresion integral para su longitud, luego usando el calculo de variaciones encontraremos la
curva con menor longitud dejando los extremos fijos.

El elemento de longitud en esféricas es

dl = |dr| = |dr @, + 7d6 G + 7 send dp G, = /dr? + r2d0? + r2sen6 dp? . (6.131)
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Para el caso particular de una curva sobre la esfera (r = R = cte) y tomando como pardmetro
independiente a ¢ el elemento de longitud toma la forma

L
sen’f) + (%> ] dy. (6.132)

1
2

dl =R [d92 + sen?d dgpQ] =R

Dada una curva 6(y) sobre la esfera que conecta dos puntos (¢1,0(¢1)) v (¢2,0(p2)) su
longitud es

w2 o
l:/dl:R/ do £(0, %2 ) (6.133)
o1 dip
con
doN?|? do
0.0 = 20 — : 0 =—. 134

La curva con minima longitud a extremos fijos satisface ecuaciones de Lagrange, Agf = 0.
Podemos imaginar un problema mecénico equivalente de Lagrangeano f y con la variable
¢ jugando el papel del tiempo. Como f no depende explicitamente de ¢ (del tiempo) la
funcién energia se conserva,

cte=h= % 0 — f = (0')%[sen®0 + (6)%] "2 — [sen®0 + (¢')%]2
= hy/sen20 + (0)2 = (0')* — [sen®0 + (¢)°] =  h*[sen?d + (§')%] = send
= (0)* =sen*fla’sen’d — 1] = dp= a0 - con a=1/h
senf|a’sen?d — 1)2
= = / i = arcos {760)“9 } +
oo senfy/a’sen®d — 1 a?—1 7o

finalmente obtenemos que la ecuacién de la geodésica es

cot§ = va? — 1cos(p — o), (6.135)

con a una constante. Para ver con claridad de qué curva se trata escojamos el eje z de tal
forma que los dos puntos fijos satisfagan 6; = 0y = 7/2 entonces cot 6; = cot 3 = 0y (6.135)

conduce a
0=+Va?—1cos(¢1 — po) = Va? — 1cos(pa — o)

como ¢y # o entonces a®> =1y 0 = /2 V. Esto significa que las geodésicas son arcos
de circunferencia con centro en el centro de la esfera.




116 Mecénica Cldsica C. Di Bartolo (Abril de 2003)

6.8 Principio de Hamilton. La accion

En ésta muy corta seccion enunciamos el principio de Hamilton. Usualmente en mecéanica
clasica no se toma como un principio sino que se deduce de las ecuaciones de Lagrange que
a su vez se dedujeron de las leyes de Newton. Su importancia radica esencialmente en que
este principio se puede exportar a otras areas de la fisica distintas a la mecdanica clasica,
especialmente a teoria de campos.

Dado un sistema dindmico con Lagrangeano L(q,q,t) definimos la accién S como un
funcional dado por

to
(g1, 1) = / Ligd.1) dt (6.136)

t1

La accion es una funcién que depende de curvas sobre la variedad de configuracion, curvas
parametrizadas con el tiempo y en el intervalo ¢ € [ty,t5].

Dado un sistema con Lagrangeano L(q,q,t) y K vinculos holénomos ¢;(q,t) = 0 hemos
visto que su evolucién es descrita por el siguiente conjunto de ecuaciones

d (LY 0L g,
— ) = 5 As

dt (8%) Aqe Jz_:l qy (6.137)
gilg,t)=0 ; J=1,...K.

De acuerdo a lo visto en la seccién anterior una trayectoria ¢(t) es solucién de estas ecuaciones
si y solo si es un extremal de (6.136) con extremos fijos. Esto es lo que se conoce como el
principio de Hamilton, pero enunciémoslo solo en palabras:

Principio de Hamilton.

De todas las trayectorias posibles (compatibles con las ligaduras si
el sistema es holénomo) que puede seguir un sistema mecanico para
desplazarse de un punto a otro del espacio de configuracién en un
intervalo de tiempo determinado, la trayectoria seguida es aquélla
que minimiza (extremiza realmente) la accién.

Se puede demostrar que una condicion necesaria pero no suficiente para que la trayectoria
sea un minimo de S es que la matriz Hessiana tenga traza positiva,
0?L
8qa8qa

(6.138)

En la seccién 4.2 hablamos sobre esta matriz. Esta condicién (condicién de Legendre) se
satisface para las funciones de Lagrange usuales de la forma L = T—V con T = $ >~ mq|X,|?
y V a lo sumo dependiendo linealmente de las velocidades generalizadas ¢.





