Método de Hamilton Jacobi

Motivacion: buscamos una transformacion canénica que nos lleve a un sistema donde todas
variables candnicas son constantes.

Partimos de un sistema con coordenadas y momentos canonicos gq,...,q,,pP;,..., P, €ON
Hamiltoniano H(q,p,t)

Nota: Con esta notacion nos indicamos que el Hamiltoniano depende en general de todas las
coordenadas y momentos H (q,,...,qu, P1s-s Past)

. : o OF :
Si elegimos el nuevo hamiltoniano K nulo, K=H +E =0 , entonces todas las derivadas
también seran nulas y por lo tanto todas las variables constantes.
. . OF, OF,
Usamos una F,(q,P,t) cuyas ecuaciones de transformacién son p,= 5 y Q= 5P
qi i

Entonces la ecuacién de transformacion del hamiltoniano H +E= 0 puede escribirse como

6F, . OF,

=0
oq’ ot

H(q, t)+

Por tradicién F,(q,P,t) se llama la funcién principal de Hamilton y se denota S(q,P,t)
0S 0S
entonces resulta H(g,—,t)+—=
(a3 . A
encontramos esta funcién podemos usar las ecuaciones de transformaciéon y resolver todo el
problema.

0 , aqui la incognita es la funcién S(q,P,t) , si

Notamos que es una ecuacion diferencial en derivadas parciales con n+1 derivadas primeras

0S . 0S . .,
% para i=1,..,n y ETaR por lo tanto tenemos n+1 constantes de integracion.

i

De todas estas constantes de integracion, una de ellas es puramente aditiva pero como en las
ecuaciones de transformacion solo aparecen las derivada entonces nos quedamos con n constantes
de integracion donde descartamos la aditiva (es como si sumasemos una constante a un potencial) .

Estas constantes n de integracion que denominamos «;,...,Q, juegan un papel muy importante.

El truco del método de Hamilton Jacobi es elegir estas ¢«,...,a, como los nuevos momentos
canonicos P,,...,P, esdecir «o,=P, para i=1,...,n

n

Escribiendo explicitamente todas las wvariables, la funcién principal de Hamilton resulta
S(qyseeesQus @y yene, 0, t) v la ecuacion

0S 0S 0S _
LRl RS |

yeees , =0
aql aqn 8t

H(qy,.,q,,,

esta ecuacion se conoce como ecuacion de Hamilton Jacobi para la funcion principal de Hamilton.



Como mencionamos antes es una EDP con n+1 variables. Supongamos que logramos resolverla
y hallar la solucién S(qy,...,q,, @ ..., Oy t)

OF OF _
Las ecuaciones de transformacién, p,= 5 2y Q‘:a—PZ para i=1,..,n , nos permiten
qi i
encontrar las leyes horarias.
o . . - 0S(q,a,t)
Escribiendo estas ecuaciones con la notacion tradicional obtenemos e como las
q;
. 0S(q,a,t .
nuevas coordenadas también son constantes: Qi:ﬁi:% para i=1,..,n .
i

Estas ecuaciones en principio permiten hallar las leyes horarias q;(co,8,t) vy p;(a,f,t) en
funcioén de las constantes «;,f; .

Como en principio conocemos q;(t,)=q,, ¥ pi(ty)=p;, tenemos que evaluar las ecuaciones de
transformacién en t, para obtener a=a(qy,p,) ¥ Bi=B(qp,po)

Finalmente obtenemos las leyes horarias en funcién de las condiciones iniciales q;(q;,, pio,t) ¥y

pi(QiO)piO:t>

En resumen:

1. Dado un Hamiltoniano, escribir la ecuacién de HJ

0S 0S 0S
H(g,..,q ,,=—,..,—,t)+—=0
(ql qn aql aqn ) at
2. Resolverla para hallar S(ql,...,qn,al,...,an,t)
3. Usar las ecuaciones de transformacion P,:%éa’t) y ﬁi:w para i=1,..,n .

4. Evaluar en t, para obtener «;=a;(qe,po) Vv Bi=H(qy,po) , invertir estas relaciones para
obtener  q;(Gio, Piost) Y PilQios Piost)

Observacion: Tomamos S(q,,...,q,, & ,...,a,,t) y calculamos la derivada total respecto al

o dS_0S ., 85
PO 4t aq " ot
Sustituyendo H:_%_f y pl:g—(i resulta Z—priqi—H:L entonces S:_det+cte
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